Algoritmer och Komplexitet ht 09. Ovning 1

Algoritmanalys

Ordo Jamfor foljande par av funktioner med avseende p& hur dom vixer da n vaxer. Tala i varje

fall om ifall f(n) € O(g(n)), f(n) € O(g(n)) eller f(n) € Q(g(n)).

f(n) g(n)
a) 100n + logn n + (logn)?
b) logn log n?
c) % n(logn)?
Q) (logn)es =

e) vn (log n)®

g) 2Vosn Vin

Division Analysera skolboksalgoritmen for division (trappdivision). Anvénd bitkostnad.

Euklides algoritm Analysera Euklides algoritm som hittar storsta gemensamma delaren mellan
tva heltal. Analysera bade med avseende pa enhetskostnad och bitkostnad. Euklides algoritm
lyder pa foljande sitt, dir vi forutsitter att a > b.

ged(a, b)=
if bla then
ged «— b
else
ged — ged(bya mod b)

Potenser med upprepad kvadrering Foéljande algoritm berdknar tvapotenser nar exponenten
sjalv ar en tvapotens.

Indata: m = 2"
Utdata: 2™
power(m) =
pow «— 2
for i — 1 to logm do
POW “— Pow * Pow
return pow



Analysera denna algoritm bade med avseende pa enhetskostnad och bitkostnad.

Kantmatrisprodukt Pa foreldsningen beskrevs hur en riktad graf G = (V| E) representeras
som en kantmatris B (eng. incidence matrix) av storlek |V| x |E|. Beskriv vad elementen i
matrisen BBT representerar (dir BT dr B transponerad).

Bipartithet Beskriv och analysera en algoritm som avgdr om en graf dr bipartit. Tidskomplexi-
teten for algoritmen ska vara linjéar i antalet kanter och antalet horn i grafen.

Eulercykel Givet en oriktad sammanhéngande graf G = (V, E) dér alla horn har jamnt gradtal.
Hitta en Eulercykel, dvs en sluten stig som passerar varje kant i F exakt en gang. Algoritmen
ska ga i linjar tid.

Losningar

L6sning till Ordo

a) Vi berdknar gransvirdet for kvoten mellan funktionerna.

fim L) _ gy, 100ntlogn . 1100+ (logn)/n o0
n—oo g(n) n—oco n+ (logn)2 n—oce 14 (logn)?/n

Eftersom grénsvirdet &r en konstant drar vi slutsatsen att f(n) € ©(g(n)).

b) Vi noterar att logn? = 2logn, si logn € O(logn?).

gn) _ nlogn)? _ (logn)’
f(n)  n%/logn n

Dérfor ar g(n) € O(f(n)) och f(n) € Q(g(n)).

— 0dan— co.

d) Substituera m = logn och jamfor sedan fa(m) = m™ och go(m) = 2™ /m:

gplm) 21 (g)m .

falm)  m-mm™  m \m

da n — oo. Dérfor ar f(n) € Q(g(n)) och g(n) € O(f(n)).

e) Polynomiska funktioner vinner alltid éver polylogaritmiska. Darfor dr f(n) € Q(g(n)) och
g(n) € O(f(n)).
Om man vill ha ett mer formellt bevis kan man anvinda lemmat som séger att for alla
konstanter ¢ > 0, a > 1 och alla monotont viixande funktioner h(n) &r (h(n))¢ € O(a"™).
Om vi viljer h(n) = logn, ¢ = 5 och a = /2 sa far vi (logn)® € O(ﬁlogn) = O(y/n)
eftersom (21/2)10gn = (210g")1/2 =nl/2



f) I _ 2t _ (%)n En exponentialfunktion som (2/3)™ vinner alltid éver en polynomisk

g(n 3n

)
funktion

g .
och derivera.

3

et () 3 n(2) -2

Vi kan anvinda 'Hopital eftersom r(n) — oo, s(n) — oo och s’'(n) # 0.

im@—im@:imrl(n):(% -
n1—>oo g(n) n1—>oo s(n) "1—>°° s'(n) In ( ) ’

och vi har visat att f(n) € O(g(n)).

g) v € Q(2V1°8™) Notera bara att /n = 221987 och att lim,,_,., 2V1087~ 3 logn

(som n), men 1at oss bevisa det med 1’'Hopitals regel. Formulera forst om uttrycket:
n(2)" =n/(2)"". Infor beteckningar for néimnare och téljare, r(n) = n och s(n) = (

=0.




Losning till Division
S4& hér ser skolboksmetoden ut nir 721 delas med 64:

011
64 721
-0
72
~64
8 1
-6 4
17

Algoritmen bérjar med att kolla hur méanga ganger 64 gar i 7, den mest signifikanta siffran i
721. Eftersom 64 > 7 dr det 0 ganger. Vi har 0-64 = 0 sa vi subtraherar 0 fran 7 och far 7. Vi
multiplicerar 7 med 10 (basen), flyttar ner nista siffra i 721, ndmligen 2, och fortsétter att dividera
72 med 64 for att fa nésta siffra i kvoten. Vi fortsitter pa detta sitt, subtraherar antalet ganger
64 gar i varje tvasiffrigt tal, flyttar ner nésta siffra och slutar nér alla heltalssiffror i kvoten har
beréknats. Talet 17 langst ner ar divisionens rest.

Vi kan formulera detta i f6ljande algoritm dér vi beriknar ¢ = b/a dar a, b dr n-bitstal (a =
Ap—1Gn—2- a9, b = bp_1by_o---bp) 1 basen B. Lat x < y vara x vansterskiftat y steg. For att
det ska vara lattare att bevisa att algoritmen &r korrekt har ingangsvillkor, utgangsvillkor och
invarianter satts ut.

Div(a,b,n) =
PRE=a > 0,b> 0, a och b lagras med n bitar.
POST=qa+r=0,0<r<a
r—0
fori<—n—1 to0do
INV= (¢n-1---Gi+1) -a+7 = (bp—1..bi11),0 <r <a
r—(r<l)+b; /* Move next digit down */
q¢ <0
a 0
while ¢’ +a <r do /* Find max ¢’ s.t. ¢'a <71 %/
INV=r—a<d =q¢da<r
a —a+a

¢ —q+1
¢ —q
re—r—a
return (q,r) /* Quotient and remainder %/

Vad &r tidskomplexiteten? For-slingan gar n varv. I varje varv har vi ett konstant antal till-
delningar, jamforelser, additioner och subtraktioner samt en while-slinga som gar hogst B varv
(eftersom B &r basen och talet B-a > r). Eftersom basen kan anses vara en konstant sa innehaller
varje varv i for-slingan ett konstant antal operationer. Och eftersom all aritmetik gérs med n-bitstal
s& tar varje jamforelse, addition och subtraktion tiden O(n). Totalt far vi n-c-O(n) = O(n?). O




Losning till Euklides algoritm

Eftersom algoritmen &r rekursiv &r det inte uppenbart att den alltid tar slut (terminerar), s& vi
boérjar med att bevisa det. I termineringsbevis anvdnder man oftast en potentialvariabel som har
en undre grans (till exempel noll) och vid varje anrop minskar med ett heltalssteg. I denna algoritm
kan vi anvinda a som potentialvariabel. Eftersom a alltid &r minst lika stor som b och algoritmen
terminerar sa fort a = b eller b = 1 sa har vi en undre gréns for a och vi kan se att a minskar i
varje anrop. Antalet anrop beror tydligen pa parametrarnas storlek, sa 14t oss berikna hur den
storsta parametern, a, minskar. Lat a; vara as vérde i anrop nummer ¢ i algoritmen.

Lemma 1 a;y2 < a;/2.

BEvis. Vi vet att a;42 = bj+1 och b;y1 = a; mod b;, varfor a;42 = a; mod b;. Anta nu att
aij+o > a;/2. Detta innebir att b; > a;/2, vilket ger en motségelse, eftersom a; = a;y2 + ¢b; >
ai/2—|—ai/2:ai. O

Med hjalp av lemmat kan vi visa att
[logaiio]| < [log %—‘ = [loga; —log2] = [loga;| — 1.

Det betyder att i vartannat anrop av funktionen minskas parametrarnas storlek med (minst) en
bit. Darfor kan antalet anrop vara hogst 2[logal.

I varje rekursivt anrop gors bara en modulooperation och med enhetskostnad tar det konstant
tid. Darmed har vi kommit fram till att tidskomplexiteten ér 2[loga] = 2n € O(n).

Nar vi analyserar algoritmen med avseende pa bitkostnad maste vi vara noggrannare. En
division mellan tva n-bits heltal tar (som vi har sett) O(n?), och modulooperationen tar dérfor
O(n?). S4 om vi goér O(n) anrop och varje anrop tar O(n?) sa blir den totala bitkomplexiteten
O(n?). a

Losning till Potenser med upprepad kvadrering
Slingan gar logm = n varv. Varje varv tar konstant tid med enhetskostnad. Komplexiteten blir
dérfér O(n).

Om vi anvéinder bitkomplexitet maste vi understka vad varje multiplikation i slingan kostar. Vi
antar att kostnaden for att multiplicera ett [-bitstal med sig sjilv dr O(I?) (vilket &r en dverdrift
— det finns snabbare sitt). I varv i var variabeln pow = pow; vérdet 22" sa varje multiplikation
kostar O((log pow;)?) = O((log 22" )?) = O(2%%). Om vi summerar Sver alla varv far vi

logm logm logm—1 4logm 1

; 2% =c ; 4" =4c ;} 4 =de——— € O(4=™) = O(4").

Algoritmen har alltsa linjar komplexitet med avseende pé enhetskostnad men exponentiell
komplexitet med avseende pa bitkostnad! O

Losning till Kantmatrisprodukt
Diagonalelementet (i,4) anger hur ménga kanter som har sin &ndpunkt i horn 4. Ickediagonalele-
mentet (i,7) ar det negerade antalet kanter som gar mellan hérnen 4 och j. a

Losning till Bipartithet
Anvind djupetforstskning men farga hornen alternerande med rétt och gront. Om en kant mellan
tva hérn av samma farg upptéicks ar grafen inte bipartit. O

Losning till Eulercykel
Idén ar att borja i ett horn v och soka sig igenom grafen tills v nas igen. Sckstigen P kommer da



antingen att ha bestkt alla kanter eller s& aterstar det, om vi tar bort P, en eller flera samman-
héngande komponenter Gy, o, .. .,G,. I det senare fallet kan vi géra om samma sorts s6kning for
varje komponent sa vi far en Eulercykel f6r varje G;, och sedan sétter vi in alla dessa Eulercykler
i P sa att vi far en total Eulercykel.

For att kunna genomfora detta i linjar tid sa hittar vi pa en algoritm som anvénder tvé spelare
P, och P, som tillsammans gar igenom grafen. Bada spelarna startar i v. Spelare P, skapar stigen
P genom att ga ldngs kanter hur som helst. Han mérker varje kant han passerar och stannar nér
han kommer tillbaka till v igen. Sedan foljer P, efter lings P, men varje gang han kommer till ett
nytt horn u s& kollar han om alla kanter fran w &r mérkta. I s& fall fortsdtter han langs P. Om
det finns omérkta kanter (det finns alltid ett jimnt antal) sa skickar han ut P; for att hitta en
ny stig som borjar och slutar i u. P, gar sedan denna nya stig innan han fortsitter fran u. Efter
att ha upprepat detta kommer P» till slut att ha gatt langs varje kant exakt en gang och darfor
skapat en FEulercykel. P, har inte heller gatt langs samma kant mer &n en gang sa totala kortiden
blir linjar.

I algoritmen nedan kallas P; for PathFinder och P for Straggler.

EulerCycle(G) =
cycle — {1}
choose edge (1,t)
mark (1,t)
path «— PathFinder(G,1,t)
Straggler(path)
return cycle

PathFinder(G, start, cur) =
append(cur, path)
while cur # start do
choose unmarked edge (cur,v)
mark (cur,v)
append(v, path)
cur «— v
return path

Straggler(path) =
while path # () do

u «— next(path)

append(u, cycle)

for all edges (u,v) do

if unmarked (u,v) then

mark (u,v)
p < PathFinder(G,u,v)
Straggler(p)




