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DEL 1: Optimeringsverktyg (for aritmetik pa stora heltal)
DEL 2: Multiplikation i GMP



Verktyg 1: Algebra. Exempel: RSA-signering

Vi ska berikna RSA-n (i tid O(n%))
s = mmod pg

dar p och g ar primtal, och n = log pg =~ logm =~ log d.



Verktyg 1: Algebra. Exempel: RSA-signering

Vi ska berikna RSA-n (i tid O(n%))
s = mmod pg
dar p och g ar primtal, och n = log pq ~ log m ~ log d.

Satt d, = d mod (p — 1) och dy = d mod (g — 1).



Verktyg 1: Algebra. Exempel: RSA-signering

Vi ska berikna RSA-n (i tid O(n%))

s = mmod pg
dar p och g ar primtal, och n = log pq ~ log m ~ log d.
Satt d, = d mod (p — 1) och dy = d mod (g — 1).
Utfor sedan de tvd exponentieringarna:

s, = (mmod p)% mod p
sq = (mmodq)% mod q

Sedan ges s med CRT fran s, och s, (i tid O(n?)).



Verktyg 2: Effektiva algoritmer

Exempel:
Karatsubas dekompositionsalgoritm for multiplikation.

U=2"U;y + Uy, V=2"Vi + W

UV = (22" + 2" U Vi — 2"(Uy — Up) (Vi — Vo) + (2" + 1) Up Vo



Verktyg 3: Algoritmval efter operandstorlek (1)
Naiv Karatsuba-implementation:

mul (word *w, word *u, word *v, size_t n)
{
if (n == 1)
w[0] L0 (uf0] * v[0]);
w[1] = HI (ul[0] * v[0]);
else /* Karatsuba code */
Ul =u+n/2; U0 =u; VI =v + n/2; VO = v;
mul (PO, U1, Vi, n/2);
mul (P1, UO, VO, n/2);
sub (Ud, U1, UO, n/2); sub (Vd, Vi, VO, n/2);
mul (Pd, Ud, Vd, n/2);
copy (w, PO, n); copy (w + n, P1, n);
add (w + n/2, w + n/2, PO, n);
add (w + n/2, w + n/2, P1, n);
sub (w + n/2, w + n/2, Pd, n);



Verktyg 3: Algoritmval efter operandstorlek (2)

Listigare Karatsuba-implementation:

mul (word *w, word *u, word *v, size_t n)

{

if (n < 17)
mul_basecase (w, u, v, n);
else /* Karatsuba code */

Ul =u+n/2; U0 =u; VI =v + n/2; VO = v;
mul (PO, U1, V1, n/2);

mul (P1, UO, VO, n/2);

sub (Ud, U1, UO, n/2); sub (Vd, Vi, VO, n/2);
mul (Pd, Ud, Vd, n/2);

copy (w, PO, n); copy (w + n, P1, n);
add (w + n/2, w + n/2, PO, n);

add (w + n/2, w + n/2, P1, n);

sub (w + n/2, w + n/2, Pd, n);



Verktyg 3: Algoritmval efter operandstorlek (3)

Resultat:

Naiva Karatsuba-koden ar enligt mina tester snabbare an
basfallsmultiplikation frdn 8000 bitar (ca 2400 decimaler).

Listiga Karatsuba-koden ar snabbare redan vid ca 830 bitar (250
decimaler).

(Tester utforda pa Athlon.)



Slutsats 1:

En oavancerad implementation
av en avancerad algoritm kan vara till skada.



Verktyg 4. Minnes- och cache-lokalitet

» Temporal lokalitet
» Spatial lokalitet
» Data layout, padding

Algoritmegenskap: Dekompositionsalgoritmer har god lokalitet.



Verktyg 5: Utrullning av loopar

Istallet for:

for (i = 0; i < n; i++)
jobbenhet

Skriver vi:

for (i = 0; i < n mod 4; i++)
jobbenhet

for (i =0; 1 < n; i +=4)
jobbenhet
jobbenhet
jobbenhet
jobbenhet



Verktyg 6: Software pipelining (1)

Mal: Hantera fordrojningar (latency) for operationer.

Metod: Vi gor om loopen. ..

for (...)
{
a0 = *apt++;
b0 = *bp++;

r0 = a0 * bO;
*rp++ = r0;



Verktyg 6: Software pipelining (2)

. till:

for (...)
{
*rp++ = r0;
r0 a0 * bo;
a0 *ap++;
b0 *bp++;



Verktyg 6: Software pipelining (3)

Med feed-in och wind-down:

a0 = *xap++;
b0 = *bp++;
r0 = a0 * bO;
a0 = xap++;
b0 = *bp++;
for (...)
{
*rp++ = r0;
r0 = a0 * bO;
a0 = *ap++;
b0 = *bp++;
}
*rp++ = r0;
r0 = a0 * bO;
*rp++ = r0;



Verktyg 5 + 6: Kombinera utrullning och software pipelining

feed-in I pipelined loop | wind-down

________________ Y DU

a0 = *ap++; | for ( ) |

b0 = *bp++; I { |

al *xap++; | *rp++ = r0; | xrp++ = r0;

bl = xbp++; | r0 = a0 * bO; | r0 = a0 * bO;
[ a0 = *ap+t+; | *rp++ = ri;

r0 = a0 * bO; | b0 = *bp++; | rl = al * bi;

a0 = *ap++; | *rp++ = ri; |

b0 = xbp++; | rl = al * bil; | xrp++ = r0;

rl = al * bi; | al = *ap++; | *rp++ = ri;

al = *ap++; | bl = *bp++; I

bl = *bp++; I } |



Verktyg 7: " Grundifiering” av rekurrenser (1)

Definition: Rekurrens = beroende mellan konsekutiva iterationer.

| aritmetisk kod: Olika varianter av propagering av minnessiffra
("carry")

Pastdende: Har vi k operationer for att generera utdata for en
rekurrens fran det att vi konsumerar indata for rekurrensen, kan
ingen processor i varlden utfora en iteration pd < k steg.



Verktyg 7: " Grundifiering” av rekurrenser (2)

Ganska djup rekurrens:

add (word *r, word *u, word *v, size_t n)
{
cy = 0;
for (i = 0; i < n; i++)
{
uword = uli];
vword = v[il;
sumO = uword + cy;
cy0 = sumO < uword;
suml = sum0 + vword;
cyl = suml < sumO;
cy = cy0 + cyl;
r[i] = sumil;



Verktyg 7: " Grundifiering” av rekurrenser (2b)

Ganska djup rekurrens:

add (word *r, word *u, word *v, size_t n)
{
cy = 0;
for (i = 0; i < n; i++)
{
uword = uli];
vword = v[il;
sumO = uword + cy;
cy0 = sumO < uword;
suml = sum0 + vword;
cyl = suml < sumO;
cy = cy0 + cyl;
r[i] = sumil;

W NP, BP~», O
~N O O O



Verktyg 7: " Grundifiering” av rekurrenser (3)

Mindre djup rekurrens:

add (word *r, word *u, word *v, size_t n)
{
cy = 0;
for (i = 0; i < n; i++)
{
uword = uli];
vword = v[il;
sum0 = uword + vword;
cy0 = sumO < uword;
suml = sum0 + cy;
cyl = suml < sumO;
cy = cy0 + cyl;
r[i] = sumil;



Verktyg 7: " Grundifiering” av rekurrenser (3b)

Mindre djup rekurrens:

add (word *r, word *u, word *v, size_t n)
{
cy = 0;
for (i = 0; i < n; i++)
{
uword = uli];
vword = v[il;
sum0 = uword + vword;
cy0 = sumO < uword;

suml = sum0 + cy; 0 3
cyl = suml < sumO; 1 4
cy = cy0 + cyl; 2 5

r[i] = sumil;



Verktyg 7: " Grundifiering” av rekurrenser (4)

Riktigt grund rekurrens:

add (word *r, word *u, word *v, size_t n)
{
cy = 0;
for (i = 0; i < n; i++)
{
uword = uli];
vword = v[il;
sum0 = uword + vword;
cy0 = sumO < uword;
suml = sum0 + cy;
cyl = cy & (sum0 == ~0);
cy = cy0 + cyl;
r[i] = sumil;



Verktyg 7: " Grundifiering” av rekurrenser (4b)

Riktigt grund rekurrens:

add (word *r, word *u, word *v, size_t n)
{
cy = 0;
for (i = 0; i < n; i++)
{
uword = uli];
vword = v[il;
sum0 = uword + vword;
cy0 = sumO < uword;

suml = sum0 + cy; 0
cyl = cy & (sum0 == ~0); 0
cy = cy0 + cyl; 1

r[i] = sumil;

N



Verktyg 8: Assembly

Implementera i assembly!

» Leta anvandbara instruktioner

» Designa mikro-algoritmer efter tillgangliga instruktioner
» Ta hansyn till fordrojning for valda instruktioner

» Vilka instruktioner kan utforas parallellt?

» Alignment

» Trial-and-measure

» Trial-and-measure



Verktyg 9: Storsta mojliga hopploshet

Villkorliga hopp av tva sorter:

1. Prediktabla

2. Slumpmassiga (eller av andra skal icke prediktabla)

Ett icke prediktabelt hopp kostar som ~~30 andra instruktioner.



Optimeringsverktyg for aritmetik pa stora heltal

. Algebra
. Effektiva algoritmer
. Algoritmval efter operandstorlek

. Minnes- och cache-lokalitet

1

2

3

4

5. Utrullning av loopar

6. Software pipelining
7. " Grundifiering” av rekurrenser
8. Assembly

9

. Hopp-prediktabilitet



DEL 2: Stora heltal i GMP



Heltalsmultiplikation

Problem: Berakna W« U x V, U,V e€Z
| GMP log,(U), log,(V) < 2%°

Mal: Maximal praktiskt prestanda + lagsta komplexitet



Algoritm-1: Klassisk multiplikation (1)

n—1
W=

iﬂ’ﬂuv Z( U:Zﬁj‘ﬁ)

n
i=0 j=0 i=0

Tidskomplexitet: O(n?)



Var mul basecase kan bli valdigt enkel:

mul_basecase (word *w, word *u, size_t un, word *v, size_t wvn)
zero (w, un
for (i = 0;
wlun + i]

vn) ;
< vn; i++)
mulladd (w + i, u, un, v[il);

e+



Hur ser mul1add ut? Kanske sa har:

mulladd (word *w, word *u, size_t un, word vword)
{
cy_word = 0;
for (j = 0; j < un; j++)
{
uword = ulil;
lo = LO (uword * vword);
hi = HI (uword * vword);
wword = w[i];
wl[i] = LO (wword + lo + cy_word);
cy_word = hi + HI (wword + lo + cy_word);
}
return cy_word;

}



Eller s3 har (PowerPC64):

mulladd:

L1:

mtctr
1i
addic
addi
addi
nop
nop
nop

1du

1d
mulld
mulhdu
adde
addze
addc
stdu
bdnz

addze
blr

rb5

r9, 0

r0, r0, O
r3, r3, -8
r4, r4, -8

r0, 8(r4d)
r10, 8(r3)
r7, r0, r6
r8, r0, r6
r7, r7, r9
r9, r8

r7, r7, rl0
r7, 8(x3)
L1

r3, r9

cy_word = 0
hw cy flag = 0

alignment
alignment
alignment

r0 = (¥++u)

ri0 = (*w)

low 64 product bits
high 64 product bits
add old cy_word [in]
new cy_word [out]
add loaded (*w)

*++w = result



Eller lite mer komplicerat pd Alpha.

g 13, o(17)

) lda 7, 32017) sq 122, 0(16) stq 23 -24(16)
and i, T, 120 mq 19 1, | 25 sa 123, Hog), bis 81, 131, 131
ida 118, -8(18) ldy 15 8(i1e) 1 31 muig 119, 11, 128

peq 20, 1. 121 lda 6, 16(1e) aa o, ti, “he bis 31 131, 131
beg 21, /L1 umuh 19, 0, 13 bis @l 31181 addg 18, 121, 18
Simod8 ldg_ 15, 0(r16) addg w, 12, addg 8, 21 cmpult wd, 12, 120
muig 119”13, 17 muq 8, 28 sent addq @, 1,
umih 115, ', empult . 12" 120 cmpult 14, 12, 120 s s
addg 3 W, 18 22 bis a1 31, 131 bot 118,
cmpuh -zz T "o en a7, 64(i7) Stond cmput 22,
20 w22 addg 16 120, 16
S 16) @1 addg 15, 17, 123
boe 715, ‘Sont} cmpult 22, 18, _r21 addg
t L’ (26), 1 addg. 16, 120, dq 4,
st da 1B, 031) Wq_ 10, ' -32(17)
) is 131131, 131 pult 123,
cmpeq 120, 2. 12 addg_r5, 17, 123 ddg 123,
brie 121, ' $2mod addg 16 21 16 cmput
cmpeq 130, 3, 121 ldq ra. 32(r16) addq 124,
brie 121, ' $3mod undh 119, 1L 8 1dg
peq 120, 4, 21 cmpult 23, 17, 120 addg 14
bre 21, ' $4mod @ 16 123
cmpeq 20, 5, | 121 add g 247 s
bre 21, a5 uiq 119, 2
cmpeq 30, 6, r21 cmpult 123,16, 121 cmpult 14,
brie 121, ' $6mods dq 124, i addq .
cmpeq 30, 7. r21 addg a5, Mad cmpult 122,
beg 121, $0mox mon, 13, 10, 16 a0dq

$7mod8ldg 15, 0(116) r a
lda 117, 8017 adag 25, 14 sq 22 mm adg
mug 11 i s 22 -6l a2 2 cmpult 123,

sq bis i addg 123, 7
bis g it cmpult 23,
mulq bis 3l 1 a1 addg 16, -
bis addg 122, 21, 128 sq 122, 0(16)
2l 24 Sentd stg 23, 8(16)
cmpult 14, 125, 120 addg 21 10
cmpult 14, 125, 120 bs @l 8l @1 e @1, (26),
bis 131 a1, a1 lda 16, 64(6) Sn23 Idg 14, 0(16)
lda_ 118, g1t addg @, 124, 12 g 15, ' 8(16)
r a1 sen adig’ w128, 122 el 3L, umun 119, 11, 18
$5modB:ldg 15, 0(116) bis 1,131, 131 cmput 122, 124, 121 addq 14, 125, 4
da 117, 8(17) cmpult 122, 124, 121 addg 13, 120, 13 cmpul 14,125, 120
miq 19,13, 17 addq 13, 120, 1 16 10, 1617 g . 24, 22
umulh 118, @ 124 a0 16017) bs @1 @1 1 cmpult 22,124, 121
ad 2 bis L3l 131 addg, 15, 28, 123 "
o 7. 20 Q15 28 123 a el addg 15, 128, 123
addq 20, 0q 13, g e, -16(16) addg 13 21
i ) idq 14 miih 119, cmpuit 123, 126, 120
. 8016) umulh_ 719, cmput 23, adda 23, B, 123
i o) cmput 23, adg 23,13, 1 mpult 123, 13, 121
P g 123, 13 23 dq 1, addg 18, 120,
miq_ 19, '3, 2 a1, 2417 mulg_ 119, 10, sa_ 22, 0(ris)
a1, sen umu 19,3, 16 miq s, ©, 125 cmpult 123, St 133, 6(116)
sent lda muig A cmpult 123, 13, 121 addg 15, addq 18, 2L,
s e, 8oy 4 10, " 16(v177 addg 18, 120, 18 g 15, ! A . 1
da 18, 16 i, ldg 15, 24(1l6) umuih 119, 10,
g 13 num v 19, o e umuih s, "0, 13 addq 4, 2.
‘SOmod: Idg 8(17) 1, 2a017) addg 2 s 22, -52(16)



Prestanda nu

n

Base

109
10!
102
103
10%
10°
100
107
108
10°

3 ns

84 ns
7.5 us
740 us
75 ms
75s
997 s
1,2 dgr
220 dgr
60 ar

(Tider pa en 2.9 GHz Haswell PC, GMP 5.2.)



Bas-5 heltal vs polynom (1)

Integer:

n—1
U=> uf, u<p
i=0



Bas-5 heltal vs polynom (1)

Integer:

n—1
U=> uf, u<§p
i=0
Motsvarande polynom:

n—1
u(x) = Z uix'
i=0



Bas-5 heltal vs polynom (2)

Om vi har ett tal i bas-10
18 5054 0856 8445 1320 8201
och I3ter B = 10*, s3 motsvarar detta polynomet

18x° 4 5054x* + 0856x> + 8445x> + 1320x + 8201



Algoritm-2: Karatsubas “magiska formel” (1)

Givet heltal U,V < 22" Lat g =2".

U= pU; + Uy, V=p3Vi+ W

UV = (B2 +B)Ur x Vi +
—5(U1 — Uo) X (V1 — \/0) +
+ (ﬁ—l— ].)Uo X VO

Tidskomplexitet:
T(n)=3T(n/2) + O(n)

T(n) e O(nlog3/ Iog2) C O(n1.59)



Prestanda nu

n Base Kara
10° [ 3 ns n/a
10! | 84ns 115 ns (bad!)
102 | 7,5 us 47 ps
103 | 740 us 193 pus
10* | 75 ms 7,7 ms
10° [ 755 03s
10° | 997s  1ls
10 | 1,2 dgr 7,4 min
108 | 220 dgr 4 tim
10° | 60 ar 8 dgr




Algoritm-3: Tooms generalisering av Karatsuba (1)

Lat heltalet U representeras av polynomet u(x), dvs u(3) = U for
ett 5" vi valjer. Analogt for V, v(x).

Tooms observation: Vi kan evaluera u(x) and v(x) i nagra punkter
X0, X1 - . . Xk, sedan multiplicera u(xp) med v(xp), u(x1) med v(xp)
etc. Produkten w(x) far man fram med interpolation.

Om u(x) och v(x) har grad k, w(x) kommer ha graden 2k, och vi
behover 2k + 1 punkter for att bestamma koefficienterna hos w(x).



Algoritm-3: Tooms generalisering av Karatsuba (1)

Lat heltalet U representeras av polynomet u(x), dvs u(3) = U for
ett 5" vi valjer. Analogt for V, v(x).

Tooms observation: Vi kan evaluera u(x) and v(x) i nagra punkter
X0, X1 - . . Xk, sedan multiplicera u(xp) med v(xp), u(x1) med v(xp)
etc. Produkten w(x) far man fram med interpolation.

Om u(x) och v(x) har grad k, w(x) kommer ha graden 2k, och vi
behover 2k + 1 punkter for att bestamma koefficienterna hos w(x).

| Toom-sprak, sa har Karatsubas algoritm k = 1 och evaluerar i
punkterna 0, —1 och oo.



Algoritm-3: Tooms generalisering av Karatsuba (2)

Exempel:

Kapa operanderna U and V in 3 delar vardera for att forma tva
grad-2 polynom u(x) and v(x). Vi behover evaluerai k+1=5
punkter, t ex —1,0,4+1,+2, co.

Tidskomplexitet:
T(n)=5T(n/3) + O(n)
T(n) € O(n'°85/1°63) = O(n147)
Kapa operanderna i 4 delar och evaluera i k + 1 = 7 punkter, t ex
-1,-1/2,0,+1/2,+1,+2, cc.
Tidskomplexitet:
T(n)=7T(n/4) + O(n)
T(n) € O(n'°87/ 1984y = O(n41)



Prestanda nu

n Base Kara Toom 3,4
10° | 3ns n/a n/a
10' | 84ns 115ns n/a
102 | 75us 4,7 us 4.6 s
103 | 740 us 193 us 147 us
10* | 75 ms 7,7 ms 41 ms
10| 75s 03s 107 ms
10° | 997 s 11s 28s
10’ | 1,2dgr 7,4 min 1,17 min
108 | 220 dgr 4 tim 30 min
10° | 60 ar 8 dgr 12 tim




Algoritm-4: FFT-familjen

FFT &r en algoritm som berdknar vissa DFTs effektivt. Indata ar
ett grad-2X-polynom, utdata &r ett annat grad-2%-polynom.

FFT behover koefficienter i en ring R med principalenhetsrétter av
ordning 2k
En FFT-baserad heltalsmultiplikation ser ut sa har:

[y

. u(x) < spLIT(U), v(x) < spLiT(V),

u'(x) «+ FFT(u(x)), v/(x) + FFT(v(X))

p'(x) « uv(x) - v'(x) punktvis multiplikation
p(x)  FET (P (X))

P =p(B)

AN



Prestanda nu

n Base Kara Toom 3,4 SS FFT
10° 3ns n/a n/a

10! 84ns 115ns n/a

101° | 750 ns 661 ns 970 ns

102 7,5 pus 4.7 us 4,6 us 8.3 us
103 740 us 193 us 147 us 187 us
10* 75 ms 7,7ms 4,1 ms 2,8 ms
10° 75s 0,3s 107 ms 44 ms
10° 997 s 11s 2,8s 0,58 s
107 12dgr 7.4 min 1,17 min 71s
108 | 220 dgr 4 tim 30 min 100 s
10° 60 ar 8 dgr 12 tim 20 min



Likstora vs olikstora operands (1)

Vi har hittills bara berort likstora operander, och mappat dessa pa
tvd polynom av samma gradtal.

Hur kan vi hantera olikstora operander?



Likstora vs olikstora operander (2)




Likstora vs olikstora operander (3)




Anpassning av algoritmer till olikstora operander

v

Basfallsalgoritmen fungerar

v

Karatsuba-Toom inte s& uppenbar

v

Karatsuba-Toom-Bodrato-Zanoni hjalper

v

FFT ar "enkel” (men blir soligare)



Bodrato-Zanonis generalisering av Toom

Ar 2006 generaliserade M.Bodrato and A.Zanoni Tooms algoritm
att anvanda polynom u(x), v(x) av olika gradtal.

Detta ar anvandbart for multiplikation av olikstora
heltalsoperander.

Exempel: Om storleken av U och V &ar i relationen 3:2, kan vi
mappa U pa ett grad-2-polynom u(x) och V pa ett
grad-1-polynom v(x). Vi behover evaluera i 4 punkter.



Toom-Bodrato-Zanoni primitiv i GMP

deg(v)
1

deg(v)

1

k
3

c1 o

S O

~N ~ o~

punkter
—1,0,00

~1,0,+1,00

~1,0,+1,+2, 00
~1,0,+1,42, 00

—2,-1,0,41, 42, 00
—2,-1,0,+1, 42, 00

-2,-1,0,+1/2,41,4+2,00
—2,-1,0,+1/2,+1,4+2,00
—2,-1,0,41/2, 41,42, 00

namn
toom22_mul

toom32_mul

toom33_mul
toom42_mul

toom43_mul
toomb52_mul

toom44_mul
toom53_mul
toom62_mul



schoalbook
toon22
toon32
toon33
toond2
toond3
toon52
toond4
toon53
toonE2
toonS4
toonE3
toon72
##t ng
##t nod 2kl
toon32 partial
toond2 partial
toon52 partial
toonE2 partial

0 < n < BOOL



schoalbook
toon22
toon32
toon33
toond2
toond3
toon52
toond4
toon53
toonE2
toonS4
toonE3
toon72
##t ng
##t nod 2kl
toon32 partial
toond2 partial
toon52 partial
toonE2 partial

15 < n < BOOL



