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Kortaste avstand

Kortaste avstand fran given nod

Problem. Lat G = (V, E) vara en riktad viktad graf och s € V.
Hitta for varje v vagen fran s till v med lagst totalvikt.

Vi kan |6sa detta med Dijkstra.
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Kortaste avstand

Kortaste avstand fran given nod

Vad hander om vikterna ar negativa?
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Kortaste avstand

Kortaste avstdnd fran given nod (negativa vikter)

Input: En graf G med viktade kanter och en
startnod s

Output: Minsta avstandet fran en nod s till alla
andra noder i G

BELLMANFORD(G, w(-), s)

(1)  p(u) < L och d(u) « oo for ue V.

(2)  d(s) <0

(3) fori=1ton—1

(4) foreach (u,v) € E

(5) if d(u)+ w(u,v) <d(v)
(6) d(v) « d(u) + w(u,v)
(7) p(v) —u

(8)  return (d(-),p(-))

Popup 2008 6 oktober 2008



Kortaste avstand

Att upptacka negativa cykler

Input: En graf G med viktade kanter och en startnod s, och en
Bellman-Ford 16sning (d(-), p(-))-

Output: true eller false beroende pd om G har en negativ cykel
eller inte.

NEGCYCLES(G, w(-),s,d(-), p(-))

(1)  foreach (u,v) € E

(2) if d(u)+ w(u,v)<d(v)

(3) return true

(4) return false
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Kortaste avstand

Varfor fungerar algoritmen?

Lemma. Efter / iterationer i for-loopen galler:
» Om d(u) # oo sa finns en vag av langd d(u) fran s till u.
» Om det finns en vag frén s till v med hogst i kanter, s& ar

d(u) langden av en kortaste vag fran s till u med hogst i
kanter.
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Kortaste avstand mellan alla nodpar

Kortaste avstand mellan alla nodpar

Problem. Lit G = (V, E) vara en riktad viktad graf. Hitta for
varje s, v € V vagen fran s till v med lagst totalvikt.

Hur gor vi detta?
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Kortaste avstand mellan alla nodpar

Kortaste avstand mellan alla nodpar

» Upprepad Dijkstra: O(nmlog n) (icke-negativa vikter).
» Upprepad Bellman-Ford: O(n’m).

Liknande uppdateringar sker flera ganger i dessa. Kan man
anvanda dynamisk programmering?
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Kortaste avstand mellan alla nodpar

Rekursivt samband

Givet ar en graf G = (V, E).

> dj v ar minsta avstandet fran u till v pd en vag som endast
passerar noderna 1, ..., k forutom start u och slut v.

» Vi tinker pd e € E som om e € E och w(e) = cc.
Da galler:

do,u,v = w(u, v)

dk,u,v = min{dk—l,u,w dk—l,u,k + dk—l,k,v} for k = 17 ceeyn
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Kortaste avstand mellan alla nodpar

Floyd-Warshall

| algoritmen bygger vi en n® tabell D, dir s3 smaningom
Dlk, u,v] = dk -

Vi haller ocksa reda pa vilken den optimala vagen ar med en tabell
dar P[k, u,v] &r sista noden pa en optimal vag fran u till v som
endast besoker 1,..., k. Den optimala vagen erhills d& genom att
folja dessa pekare baklanges.
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Kortaste avstand mellan alla nodpar

Floyd-Warshall (Initiering)

Input: En graf G med viktade kanter.
Output: Ingen.

INIT(G)

(1) foreach uc V

(2) foreach v € V

(3) for k=0ton

(4) Dlk, u,v] < oo
(5) Plk,u,v] — L
(6) foreach uc V

(7) foreach k € V

(8) Dlk,u,ul =0

(9)  foreach (u,v) € E
(10) DI[0, u, v] < w(u, v)
(11) P[0, u,v] < u
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Kortaste avstand mellan alla nodpar

Floyd-Warshall

Input: En graf G med viktade kanter.
Output: Kortaste vigen mellan varje par av noder.

FLOYDWARSHALL(G)

(1)  Inr7()

(2) fork=1ton

(3) foreach v € V

(4) if D[k —1,u,k] <

(5) foreach v € V

(6) if Dlk—1,u,k]+D[k—1,k,v] > D[k—1,u, V]
(7) Dlk,u,v] < D[k — 1,u, V]

(8) Plk,u,v] < Plk —1,u,v]

(9) else

(10) D[k,u,v] < D[k — 1,u, k] + D[k — 1, k, v]
(11) Plk,u,v] < Plk — 1, k, v]

(12) return (D[nfu']?P[na'f])



Kortaste avstand mellan alla nodpar

Floyd-Warshall

> Vi kan se tabellen D som en O(n?)-stor tabell D[k, -, ] for
varje k =0,...,n. Motsvarande galler for P.

» Notera att tabellen D[k, -, -] ar definierad i termer av tabellen
D[k —1,-,-]. Motsvarande giller for P.

> Alltsa kraver algoritmen endast O(n?) minne om vi
implementerar den sa att vi endast spar tabellvarden for k — 1
nar vi raknar ut tabellen for k.

» Observation: u ingdr i en negativ cykel precis da
D[k, u,u] <O.
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Kortaste avstand mellan alla nodpar

Glesa grafer

Floyd-Warshall gar i tid O(n?), vilket gor Dijkstra snabbare
O(nmlog n) i glesa grafer, dvs nir m < n?/log n i detta fall, men
Dijkstra fungerar inte med negativa vikter.

Vad gor vi &t det?
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Kortaste avstand mellan alla nodpar

Johnsons's Algorithm

Infor potentialfunktion 7 : V — R och skapa ny viktfunktion fran
den gamla enligt:

w'(u,v) = w(u, v) + m(u) — m(v)

Notera att:
» En vig er,...,e med kostnad > ', w(e;) far kostnaden
t t
Z w'(e) = Z w(e) + m(u1) — m(ur)
i=1 i=1

» Varje vag mellan vy och u; blir precis w(uy) — 7(ut) dyrare, sa
mangden optimala vagar ar oforandrad.
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Kortaste avstand mellan alla nodpar

Johnsons's Algorithm

Input: En graf G med viktade kanter.
Output: Kortaste vigen mellan varje par av noder.
JOHNSON(G)
(1) G —(VU{n+1}LEU{(n+1,u):ueV})
) (d,p) < BELLMANFORD(G',w(-),n + 1)
) Definiera: w/(u,v) = w(u,v)+ d(u) —d(v)
(4) foreach ue V
) (D[u], P[u]) < DIIKSTRA(G, u, w')
)  return (D, P)
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Eulercykler

Eulercykel

Definition. Lat G = (V/, E) vara en oriktad/riktad graf. En
Eulervag ar en vag i grafen som utnyttjar varje kant precis en
gang. En Eulercykel ar en Eulervag som slutar dar den borjar.

Observera skillnaden mellan en Eulercykel och en Hamiltoncykel.
Den senare besoker varje nod en gang och ar NP-svar att hitta.
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Eulercykler

Eulercykel

Problem. Lat G = (V, E) vara en oriktad graf. Avgor om det
finns en Eulercykel och hitta en om det finns en sadan.

Hur gor vi detta?

Popup 2008 6 oktober 2008



Eulercykler

Eulercykel

Vi antar att isolerade noder inte forekommer i grafen eftersom
dessa aldrig behover besokas. D3 galler:
» En oriktad graf har:
» en Eulervag om den ar sammanhangande och alla noder utom

hogst tva har ett jamnt antal kanter, och
» en Eulercykel om alla noder har ett jamnt antal kanter.

» En riktad graf har en:

» en Eulervag om den dar sammanhangande, alla noder utom
hogst tva har lika manga inkommande som utgdende kanter,
och de tva speciella noderna har precis en utkant/inkant for
mycket, och

» en Eulercykel om dessutom alla noder har lika mdnga
inkommande som utgdende kanter.
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Eulercykler

Eulercykel

Input: En graf G = (V, E).

Output: En Eulervag.

EULERPATH(G)

(1)  vis(e) = false for e € E.

(2)  return EULERPATHINNER(G, u)
EULERPATHINNER(G, v)

(1) if vis(u, v) = true for all (u,v) € E(u)

(2) return ()

(3) else

(4) Take (u,v) € E with vis(u, v) = false.

(5) vis(u, v) « true.

(6) t «— Conc(((u, v)), EULERPATHINNER(G, v)), p < 0
(7) foreach (u,v) € E with vis(u, v) = false

(8) p < CoNc(p, EULERPATHINNER(G, u))

(9) return CoNc(p, t)
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Maximalt fléde

Maximalt flode

Definition. Ett flode i en riktad viktad graf G = (V/, E) fran
se€ Vtill t € V aren funktion f : E — Rsd att 0 < f(e) < w(e)

for e € E, och Zedn (u) f(e) = ZeeOut(u) f(e) for alla u # s, t.

Problem. Lit G = (V, E) vara en riktad viktad graf och Iat
s,t € V. Hitta ett maximalt fléde fran s till ¢.

Hur gor vi detta?
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Maximalt fléde

FlowFinder

Givet en viktad riktad graf G = (V, E) och ett flode f sa kan vi
forsoka hitta en vag mellan s och t dar det finns utrymme for mer
flode. Mer precist:

FLOWFINDER()
(1) Satt p = (e1,...,ex) med e; € Out(s), ex € In(t) och

w(e;j) — f(e) > 0 om det gér och annars p= L.
(2)  return p

Detta kan enkelt implementeras med BFS.
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Maximalt fléde

Ford-Fulkerson (Edmonds-Karp eller snarare Dinic)

Input: En graf G = (V, E).
Output: Ett maximalt flode 7.

FORDFULKERSON(G)

(1)  w(u,v)«0for(u,v)eET
(2) E<—EUET

(3) f(e) 0 forecE.

(4) while true

(5) p < POSFLOWFINDER()
6) ifp=_1_

(7) return f

(8) else

9) Skriv (e1,...,ex) = p.
(10) d«— min,-{w(e,-) — f(e,-)}
(11) f(ei) — f(e)+d

(12)  f(eg) —f(e) —d
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