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1 Flyttal

Att representera heltal med basen tva har inte varit nagot problem. Precisionen
ar god och utrdkningar exakta i for plus, minus och ganger. Men sa fort datorn
ska berékna division eller representera ett reellt tal med ett flyttal sa blir det pro-
blem med precisionen. Detta pa grund av flyttalens uppbyggnad. Ett flyttal gar att
representera pa andra sitt, exempelvis tva heltal i ett brak, tva heltal som anger
heltalsdel samt decimaldel, eller ett tal som har en fixed-point som da har uppdelat
i sig hur manga bitar som ska representera heltal respektive decimaler.

Det moderna séttet att bygga upp flyttal i persondatorer foljer en standard som
forsta gangen togs fram i mitten pa 80-talet, IEEE 754. Denna standard anviander
sig av floating-point format péa flyttalet. Detta innebér att beroende pé heltalsde-
lens storlek i bitar blir det olika manga bitar 6ver for att representera decimaldelen.
Det man gor egentligen &ar att ta ett tal skrivet pa séttet 1,234567 och sedan flytta
decimalen till den punkt i talen som &ar korrekt, ex 1234,567.

1.1 IEEE 754 standarden

IEEE 754 standarden som beskriver hur flyttal ska sparas bestar i huvudsak av tre
delar, teckenbit, exponent och en mantissa. Standarden kom ut férst 1985 men har
nyligen genomgatt en uppdatering som blev klar 2008. Exponentens bas &r i datorn
som standard 2 och behdver darfor inte sparas.

Foljande tabell beskriver hur flyttal &r uppbyggda med enkel samt dubbel precision:

Teckenbit (S) Exponent (E) Mantissa (M) Totalt (bitar)

float 1 8 24 33
double 1 11 53 65
long double 1 15 113 129

Utriikningen av det reella talet i en double sker enligt formeln S * (1 + M % 2752) %
28-1023 Teckenbiten indikerar om virdet &r positivt eller negativt, 0 betyder po-
sitivt och 1 betyder negativt. Exponent bitarna ska kunna lagra bade positiva och
negtiva tal och darfér har man ett virde som dras bort fran exponentvardet, for
enkel precision ar detta viarde 127 och fér dubbel precision ar det 1023. Formeln for
att fa fram detta normaliseringsviirde #r (2bitar i exponent=l 1) Fxponentvirdet dr
det viarde som flyttar decimaltecknet. Mantissan, d&ven kidnd som signifikant, repre-
senterar precisions bitarna i talet. Mantissan ar egentligen en bit ldngre, den mest
signifikanta biten kan man fa genom att kolla pa exponenten och behoéver dérfor
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inte sparas. Om det normaliserade exponentvirdet ligger mellan 0 och 2¢ — 1 sa
dr den mest signifikanta biten 1 och virdet &r normaliserat, annars dr den 0 och
viardet antas vara denormaliserat.

Beroende pa hur bitarna star i exponenten och mantissan kan flyttal dven lagra
Inf(odndlighet, co) och NaN (Not A Number).

Exponent  Mantissa Typ

0 0 0

0 =0 De-normaliserad
1till12¢ — 2 oberoende Normaliserad

2¢ —1 0 0

2¢ —1 Skilt fran noll NaN

Dessa virden har speciella egenskaper som kommer fram nir man raknar med dem.
Det gar att rdkna med oédndligheten i exempelvis min och maxjamforelser. I den
senaste standarden(754-2008) s& har man lagt till NaN i max och min-jamforelser
sa att det alltid returnerar det tal som &r giltigt.

Det gar &ven att rdkna med dessa virden men de kommer bete sig enligt f6ljande
tabell:

Operation Resultat

o0 + X [e¢)

oo ¥ -x -00
oo - Inf NaN
o0 *0 NaN

1.2 Fallgropar med flyttal

Att forsoka rakna med flyttal som om det vore heltal &r inte att rekommendera,
detta eftersom koden da inte kommer bete sig som den intuitivt séger.
Betéank foljande kodsnuttar i C+-+:

double x = 0.29;
int y = (int) (100%*x);
cout << y;

Genom att bara titta pa koden sa misstédnker vi att 29 kommer skrivas ut men pa
grund av avrundningsfel som uppstar mellan double och int sa kommer 28 att
skrivas ut.

En enkel loop som &kar virdet med 0.1 varje iteration istéllet skulle inte vara sa
konstigt. Ex vill vi ha alla tiondelsprocent av ett véarde.

for(double x = 0.0; x !'=1.0; x += 0.1)
cout << x << endl;

Denna kod kommer inte att terminera efter 10 iterationer som man férst kan tro.
Programmet kommer att fastna i loopen eftersom 0.1 inte gar att representera i flyt-
tal exakt. Det kommer hela tiden bli ett avrundningsfel och nér jamfoérelsen med
1.0 vél sker kommer x vara extremt lite mindre &n 1.0 och darfér blir jamforelsen
fel. Detta gor att dven foljande kod kommer bli fel:
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for(double x = 0.0; x < 1.0; x += 0.1)
cout << x << endl;

Loopen kommer kora 11 ganger eftersom den vid det 10 varvet fortfarande &r mind-
re an 1.0.

For att korrigera detta kan man ldgga till en avrundningsneutraliserare kallad ep-
silon:

for(double x = 0.0; x < 1.0 - e; x += 0.1)
cout << x << endl;

1.3 Epsilon ¢

Att jamfora flyttal kan vara knepigt pa grund av avrundningsfel. For att motverka
detta kan man anvinda Epsilon vilket motsvarar den 6vre felgrdnsen for en flyttal-
styp. Det finns tva metoder man kan anvinda sig av for jamforelse av flyttal:

Absolutfel
Vi definerar a och b som lika i absolut bemérkelse om:
abs

a=bomla—bl <e

och a a4r mindre an b i absolut beméirkelse om:

abs

bs
a'’< boma # bocha<b

Relativfel
Vi definerar a och b lika i relativ bemérkelse om:
a™ bom la —b] < ex(|la|+ b))

och a ar mindre &n b i relativ bemérkelse om:

rel

rel
a <bomaz#bocha<hb

Absolutfel fungerar daligt vid stora flyttal och motsvarande si fungerar rela-
tivfel daligt vid smé flyttal. Sdkrast dr da att kombinera de olika metoderna:

komb abs rel
a = boma =bellera=2>

komb komb
a < boma # bocha<bd
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Algoritm 1: epsilon-approx

Input: An floating point type
Output: An approximation of epsilon
EPSILON-APPROX (float)

(1) float = 1.0

2 do

3 float = float/2.0

4 while((1.0 + (float/2.0)) # 1.0)
5 return float

o~~~ S~
~— — — —

Att bestamma ¢

Det gar att uppskatta e for en flyttalstyp enkelt med hjdlp av linjirsékning enligt
algoritmen epsilon-approx !.

Det finns dven forberdknade virden for € i C+-+ om man tittar i biblioteket
<limits> 2. Exempel:
numeric_limits < float >:: epsilon() = 1.19209 x 10~7
numeric_limits < double >:: epsilon() = 2.22045 % 10716

1.4 Exempel: analysera precisionen fér /= givet att detta dr
ett heltal

Lat x vara en double och 1at y = pow(X,0.25) avrundat till 0 decimaler. Lat &ven
X =~z * (1 £ €) vara var approximation av z.

14 ¢) x e i (1E0)

1+ €) x gy * eterinv)
1xe)x(1texin(y))*y
yty*rex(1+in(y))

2
—~— e~~~

Q a

I tredje sista steget s& utnyttjade vi likheten = In(y) och i det foljande
steget utnyttjade vi att e*® ~ 1+ da & #r litet. Vi far slutligen ett fel i var
beriikning |V — y| ~ y x e * (1 +In(y)) ~ 2 10~* < 0.5, vilket kommer ge korrekt
svar efter avrundning.

In(z)
4

"http://en.wikipedia.org/wiki/Machine _epsilon
http:/ /www.cplusplus.com /reference /std/limits /numeric_limits,
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2 Floor och Ceil

Givet z € R defineras foljande: |x| = floor(xz) som det storsta heltal mindre &n
eller lika med z. [z] = ceil(z) som det minsta heltal storre &n eller lika med x.

a | |z] fo]
53| 5 6
50| 5 05
07 | 0o 1
00 | 0 0
07 -1 0
50| 5 -5
53| 6 -5

Exempel pa floor(x) och ceil(x).

2.1 Operationer
Givet z € R och n,m € Z géller foljande:

lz] =n <~ n<zr<n+l1
[2] =n <= n—1<z<n
—lz] = [—]

[ = |-2]
|z +n] = lz| £n
[x+n] = [] £ n

[ ] = (2=l fsrm >0

2.2 Beridkning av [*| och [ 2]

Den naiva 16sningen vore att konvertera till double och sedan anvinda floor(z) och
ceil(z). Detta fungerar daligt da n och m &r stora eftersom man da riskerar att fa
avrundningsfel. Det gar att gora dessa berékningar pé ett mer precist siatt. Tanken
dr att omvandla alla fall till | =] dér n,m > 0, vilket motsvaras av heltalsdivision.

Algoritm 2: floor-fraction
Input: A fraction between n,m € 7Z
Output: An integer
FLOOR-FRACTION (numerator n, denominator m)
(1) ifm<0
(2) return FLOOR-FRACTION(—n, —m)
(3) elseifn<0
(4) return —CEIL-FRACTION(—n,m)
(5) else
(6) return n/m
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Algoritm 3: ceil-fraction
Input: A fraction between n,m € Z
Output: An integer
CEIL-FRACTION (numerator n, denominator m)
(1) if m>0
2) return FLOOR-FRACTION(n +m — 1,m)
3) else
4) FLOOR-FRACTION(—n —m — 1, —m)

o~~~

2.3 Exempel: Rare Easy Problem

Kattisproblemet Rare Easy Problem® gar ut pa att hitta N, givet att K = N — M
och att M #r N med sista siffran avhuggen. Vi observerar att M = | 15]. S& vad vi
vill 16sa éir N — || = K.

10
K = N—L%VJ
- i
= [$o]
K1 < ¥B<K
10K -1) < 9N<I0K
10K —1)+1 < 9N<I0K
10K 10K
By S ek
[To1-1 <= N<[5%

Om K &r delbart med 9 sa far vi tva 16sningar % och % —1.

Om K inte ér delbart med 9 far vi endast en 16sning [ 195 |.

3 Godtyckligt stora heltal

De flesta programmeringssprak erbjuder stéd for heltal genom primitiva datatyper
som short, int och long men dessa har ofta en fix 6vre grans for hur stora heltal
de kan representera. Begreppet godtyckligt stora heltal(Bignum)* innebér heltal
som &Ar sipass stora att de inte far plats i dessa primitiva datatyper. Bignums
ar ofta langsamma att anvinda eftersom operationer pa dem utfors via hégniva
mjukvara istéllet for lagniva logik som kan utféras direkt pa processorns ALU.
Anviandning av Bignums bor séledes undvikas i gorligaste man. Om applikationen
kraver representation av stora heltal men exakt precision inte &r behovlig sa racker
ofta flyttalen till som representation. Men ibland krivs Bignum och da &r det bra
att veta vad de innebér.

3.1 Historia

Stod for Bignum i diverse programmeringssprak har erbjudits sedan 1980-talet och
det programmeringssprak som sigs ha varit forst heter Maclisp®. Numera erbjuds

3http://kattis.csc.kth.se/problem?id—=casy
“http://en.wikipedia.org/wiki/Bignum
Shttp://maclisp.info/
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stod for Bignums i de flesta programmeringssprak, antingen direkt i spraket eller
via tilldggsbibliotek, s& uppfinn inte hjulet pa nytt, anvind det som finns att tillga.
I Java ér stod for Bignum inbyggt och atkomst sker via klassen java.math.BigInteger®.
I C/C++ finns en méngd tredjeparts bibliotek ddr GNU Multiple Precision Arith-
metic Library (GMP)7 dr det mest anvinda. GMP #r forovrigt skapat av Torbjorn

Granlund® som forskar hir pa KTH.

3.2 Implementation

Om ni vill skapa en egen implementation for representation av Bignum sa behéver
ni l6sa lagringsproblematiken. Talen som ska representeras &r storre d&n vad som
ryms i de primitiva datatyperna sa nagon typ av uppdelning av talen behover ske.
Bryt upp talen i delar givet nagon specifik bas och lagra dem sedan i de primitiva
datatyperna via nagon dynamisk datastruktur, eller mer formellt:

Definition 3.1 Ldt Z beteckna heltalen och X wvara ett Bignum sadan att X € 7Z.
Infor en bas b € Z och lat X representeras i basen b pa féljande sdtt.

X = Z‘n_lbn_l + Jin_gbn_Z —+ -+ 1‘2()2 + x1b + xg

Varje x; lagras da sedan i nagon primitiv datatyp.

Att de bor lagras via nigon dynamisk datastruktur (sd som en string, eller en
vector<primitiv datatyp>) har att gora med att antalet x; kommer att fordndras
i och med att operationer utférs pa X.

3.2.1 Vilken bas bor viljas?

Binidr Att bryta upp X givet en binér bas av typ b = 2¥ medfor mycket effektiv
berdkningar. Datorn representerar redan tal i basen 2 sa minnet utnyttjas vil och
valjes k smart kan optimeringar i berdkningsalgoritmerna utféras. Da bindr bas inte
anvéinds sérskilt mycket i verkliga livet innebér det ddremot ofta att, ganska krang-
liga, konverteringar till och fran bas 2 behdver goras ihop med in- och utmatning
av data. Om tyngd ligger pa berdkningar, och inte pa in- utmatning av data, sa ar
en bindr bas bra.

Decimal Om X istéillet bryts upp givet en decimal bas av typ b = 10 s& blir in-
och utmatning av data enkel att hantera. Daremot utnyttjas datorns minne véldigt
daligt da det blir valdigt manga x; och detta gor dven att berdkningar gar langsamt.
Ett sdtt att minska pa mingden minne som behdvs for att lagra ett tal i decimal
bas &r att viilja en bas av typ b = 10%. Om d viljs sa att 1029 = 2% (dir 2* beteck-
nar storleken pa den primitivt underliggande datatypen) uppfylls s underlittas
implementationen av vissa operationer pa talet eftersom man i sa fall inte behover
oroa sig for overflow.

Shttp://java.sun.com/j2se/1.4.2/docs/api/java/math/Biglnteger.html

Thttp://gmplib.org/
8http://www.nada.kth.se/ tege
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3.2.2 Operationer

Att utfora operationer pa Bignum sker som sagt till stor del genom mjukvara. De
algoritmer som presenteras har ar naiva och liknar de rakneséatt som lardes ut under
matematik undervisningen pa lagstadiet.

Att ténka pa ndr man implementerar algoritmer fér Bignum &r det viktigt att
halla reda pa hur storleken av det aktuella talet kan variera under algoritmens
gang. Ibland kan mer minne behova allokeras och ibland kan det frigoras (ex. vid
division). Det finns mer sofistikerade algoritmer? (sirskilt fér multiplikation och
division). Vilken bas som valts spelar in pa hur effektiva algoritmerna ar och vissa
optimeringar gar endast att genomforas givet en viss bas. Endast en algoritm f6r
inmatning av data presenteras, utmatning utfors analogt.

Operation Komplexitet

Addition O(n)

Division O(n?

Exponentiering O(nM(n)) dir M(n) betecknar komplexiteten f6r multiplikation
Jamforelse O(n)

Inmatning O(n)

Multiplikation ~ O(n?)

Subtraktion O(n)

Algoritm 4: Addition
Input: Two Bignums and their base
Output: A Bignum
ADD(Bignum a, Bignum b, base base)

(1)  n = max(number of digits in a, number of digits in b)
(2) carry = 0

(3)  result =0

(4 fori=0ton—1

(5) tmp = a; + b; + carry

(6) result; = tmp mod base

(7) carry = tmp/base

(8)  result, = carry

(9)  return result

“http://en.wikipedia.org/wiki/Computational complexity of mathematical operations#
Arithmetic_functions
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Algoritm 5: Division
Input: Two Bignums
Output: Two Bignums representing quotient and rest of the divison
DIV (Bignum numerator, Bignum denominator)

(1)  if denominator == 0

(2) return error

(3)  counter =0

(4)  while not numerator < denominator
(5) denominator *= 2

(6) ++counter

(7)  denominator /= 2

(8)  quotient = 0

(9)  rest = numerator

(10)  while counter not 0

(11) quotient *= 2

(12) if not rest < denominator
(13) rest -= denominator
(14) +-+quotient

(15) denominator /= 2

(16) — — counter

(17)  return quotient,rest

Algoritm 6: Exponentiering
Input: A Bignum and an integer
Output: A Bignum
POW (Bignum z, Integer n)

) z *=z
) i = FLOOR-FRACTION(4, 2)

1
1
12)  return y

(1) ifn<0

(2) x=1/z

(3) n=-n

(4) i=mn

(5) y=1

6) z==

(7)  while not i ==
(8) if not ¢ mod 2 ==
(9) y*= 2
(10

(11

(
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Algoritm 7: Jamforelse
Input: Two Bignums

Output:
-1 ifa<d
0 ifa=0b
1 ifb<a

cMP(Bignum a, Bignum b)

(1) check sign of a and b

(2)  if signs differ and a has minus sign
(3) return -1

(4) else

(5) return 1

(6)  if both have plus sign

(7) if number of digits in a < number of digits in b
(8) return -1

9) else

(10) return 1

(11) foreach a; and b; in @ and b
(12) if a; < b;

(13) return -1

(14) else

(15) return 1

(16) else

(17) the opposite of lines 7-15

(18) return 0

Algoritm 8: Inmatning av data
Input: A stream or string of characters and and a base
Output: A Bignum
IN(Stream or string X, base b)
(1) while X has characters left
(2) extract x;
(3) store x; in datatype representing b’
(4) if X is signed with minus then negate datatype representing b™
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Algoritm 9: Multiplikation

Input: Two Bignums and their base
Output: A Bignum
MUL(Bignum a, Bignum b, base base)

(1)

- W N

P
= O — — —

[
DO
~—

S Ot

O

—_ =

|a] = number of digits in a
|b| = number of digits in b
|result| = |a] * |b|
for i = 0 to |a]
for j = 0 to |b|
resultiy; += a; + b;
carry = 0
for j = 0 to |result|
result; += carry
carry = resultj/base
result; = result; mod base
return result

Algoritm 10: Subtraktion

Input: Two Bignums and their base
Output: A Bignum
suB(Bignum a, Bignum b, base base)

ifa<bd
return —suB(b, a)
n = maz(number of digits in a, number of digits in b)
borrow = 0
result = 0
fori =0ton-—1
tmp = a; — b; — borrow
result; = tmp mod base
if tmp <0
borrow =1
else
borrow = 0
return result

11



