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1 Delméangder

En delméngd av en mingd [n] = aq,4a2,...,a, dr en mingd sddan att varje el-
ement i delméngden finns i mingden [n]. For att konstruera en delmingd kan
man for varje element i ursprungsméngden bestdmma huruvida det ska vara en del
av delméngden eller inte, det totala antalet delméngder blir da 27", alltsd antalet
mojliga kombinationer av n sddana val.

1.1 Binomialtalen

(Z) kallas binomialtal och dr antalet delméngder av n med storlek k. Man kan ocksa
se det som antalet sitt att vilja k element ur n. Notera att (Z) bara &r definierat
for icke-negativa k och n, och for k > n &r (Z) noll, eftersom det inte finns nagot
sétt att vilja fler element &n vad som finns i méngden. Totala antalet delméngder

ar da summan av alla binomialtal dar k gar fran 0 till n:

()

=0

Binomialtalen kan definieras rekursivt pa foljande sétt

n\ (n-—1 + n—1 n\ (n\ 1
k) \k—1 k )'\o) \n)
Detta kan visas genom konstruktion pa foljande sétt:

e Vilj ett godtyckligt element = i en méngd X av storlek n, for varje delmangd
av storlek k géller att detta element antingen dr i delméngden, eller i delmé&ng-
dens komplement.

e Antalet delméngder (av storlek k) sidana att elementet dr i delméngden &r

antalet delméngder av storlek k — 1 ur méngden X \ {z}, detta blir (}7)).

e Antalet delméngder sddana att = dr i dess komplement &r helt enkelt antalet

delméngder av storlek k ur X \ {z}, alltsa (" ").

Binomialtalen dr kopplade till Pascals triangel, da denna byggs upp pa ett
liknande sétt. I triangeln &r virdet pa nuvarande position summan av de tva
nédrmaste talen pa raden ovanfér. Sa for att hitta (Z) i Pascals triangel tittar man

pa det k:te elementet pa rad n.
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Figure 1: Pascals triangel

Man kan berdkna binomialtalen direkt ur den rekursiva formeln ovan. Gors
detta utan memoisering dr tidskomplexiteten exponentiell, O(2"). Med memoiser-
ing diremot far vi O(n?), da talen i figur 2 méste beriiknas enbart en gang.

Figure 2: Berdknade binomialtal

For att berdkningen skall bli mer effektiv kan man istéllet anvinda formeln:

(0) = om

1-2-...-(n—=k)-(n—k+1)-...-.n_ (n—k+1)-(n—k+2)-...-n
(1-2-...-(n—k)A-2-...- k) 1-2-...-k ’

vilket ger oss algoritm 1.

Algorithm 1: Réiknar ut (})
BINOMIAL(n, k)

(1) r—1

(2) fori=1tok

(3) r=r-(n—k+1i)/i
(4) return r

Att vi i for-loopen kan dela med ¢ beror pa att hela tiden &r minst en av
termerna vi multiplicerat in i r delbar med 7. For att detta skall vara sant maste
vi forst multiplicera innan vi delar.

Denna algoritm gar i O(n), men har lite storre risk for overflow. Om man
anvinder den rekursiva formeln &r storsta talet utdata, men i den hir algoritmen
far vi i sista varvet av for-loopen ett tal som ar en faktor k storre &n svaret.

For att generera alla delmingder av en mingd med storlek n kan man helt
enkelt rdkna uppat fran 0 till 2™ och titta pa den binidra representationen av dessa
tal, dar en etta pa position 7 betyder att det i:te elementet &r med i delmingden,
och en nolla betyder att det inte ar det.
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1.2 Multinomialtalen

(n " ) kallas multinomialtal och &r antalet sitt man kan dela en méngd av
1,N2,...,g
k
storlek n i delméngder av storlekar ni,ns, ..., ng dar Z n; = n. Likt binomialtalen
i=1
kan multinomialtalen definieras rekursivt som

k
N1, N2, v ey N = N1, N2, My — Ly g nilng! -+ ny!

1

Alternativt kan de definieras ur binomialtalen som

k i—1
ny,n2,...,Ng Uz

i=1

, da en motsvarande uppdelning kan konstrueras genom att forst vélja n;, element
ur den ursprungliga méngden, sedan ny ur den resterande och sa vidare.

Notera att det sista elementet i varje sddan expansion alltid &r lika med 1.
Detta ger ett enkelt sitt att ateranvinda algoritmer f6r binomialtal fér att berdkna
multinomialtal. Man ser dven létt ur denna identitet att multinomialtalet (, " ,)

ar lika med binomialtalet (Z)

2 Permutationer

Om man bara har unika element ar antalet permutationer av n element n! stycken,
forst véljs ett element bland n, sen ett bland n — 1 osv. Hur manga finns det da
man tillater upprepningar?

Ezempel: Hur manga permutationer finns det av stringen “abacca”™

Elementen abc? ska placeras ut pa 6 platser. Att placera ut 3 stycken

amn pa 6 platser kan goras pa (§) sitt. Det limnar 3 platser kvar till
3
1

till de 2 c¢:na (g) Detta dr samma sak som antalet delméngder dér vi

b, som alltsa kan sittas ut pa (;) sétt. Sedan finns det 2 platser kvar

har 3,2 resp 1 element i varje (3 g 1). Om man ténker sig att man delar
upp positionerna, istéllet for bokstiverna, i delméngder sa ser man att
man far 3 delmingder, en med 3 element dar a:na skall fa plats, en

med 2 element for c:na och en med 1 element for b:et.

Antalet permutationer nir man tillater upprepningar ar alltsd multinomialtalet

(,. .7 ) dér n; ir antalet forekomster av element 1.
n1,Mn2,...,Mg

Hur gor man da for att generera alla permutationer? Det gér man med 3 enkla
steg:

1. Hitta forsta

2. Ta néista, upprepa

3. Hitta sista
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Forsta elementet dr den sorterade stréngen, tex “aaabcc”, och sista dr den bakat-
sorterade stringen “ccbaaa’”.

Hur hittar man da nésta? Det &r alltid en fraga om att byta plats pa saker,
och man vill alltid byta sa lite som mgjligt, den néstféljande strangen skall vara sa
lite storre dn den féregaende som mojligt. Man vill byta elementet pa den minst
signifikanta platsen som &r mindre &n nagot av elementen till hoger om sig och man
vill byta med det minsta element till hoger som &r stérre. Sedan vill man sortera
allt till hoger for att fa en si liten 6kning som mdojligt. Ex. abac|ac| — abac|cal|
och aclacba] — ac|bcaa] — ac|baac|. Om elementen inte har en inbdrdes ordning
kan en godtycklig ordning anvindas.

Algorithm 2: Hittar nista permutation
NEXT _PERMUTATION(z,n)
(1) fori=n—-1tol
(2) if z; < Tit1
(3) break
(4) for j=ntoi+1
(5) if Tj > T
(6) break
(1) swap(a;z:)
(8)  reverse(wit1,7n)
(9) return z

Permutationsalgoritmen kan &ven anvindas till att generera alla delmingder
med k element. Man skapar da en stridng bestaende av k& stycken l:or och n — k
0:or och kor permutationsalgoritmen pa den.

For bindra tal finns det en béttre algoritm, som kan anvindas pa system som
anvinder 2-komplements representation.

Algorithm 3: Hittar ndsta permutation

NEXT(n)

(1) ¢—nAND —n % “find j”
(2) ren+c % swap
(3)  return ((r XOR n)/(4-¢)) ORr % reverse

Ett alternativ for portabel kod dr att anvdnda prefixinkrement istéllet for bit-
operationerna.

3 Partitioner

En partition av en mangd, dr en uppdelning av mingden i disjunkta, icketomma
delméngder, dvs.
B = By, Bs, ..., By ar en partitionering i k delar omm

e UBi=n|
e BiNB;=10
e B, £

Dessa delmingder kallas &ven block.
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3.1 Stirlingtal

Antalet partitioner av [n] i k block &r Stirlingtalen av det andra slaget, dessa kan
definieras rekursivt som

S(n,k)=Sn—1,k—1)+k-S(n—1,k),

0 k>nk<0n<0
Sk =11 k—on=o0

Liksom med binomialtal kan detta visas genom konstruktion:

o Vilj ett godtyckligt element z ur en mangd X med storlek n, detta element
Ar antingen ensam i sitt block, eller inte.

o Av det forsta fallet maste det finnas S(n — 1,k — 1) kombinationer, dvs.
antalet partitioner av X \ {«} i £ — 1 block.

e For att berdkna antalet kombinationer av det andra fallet konstateras att
X \ {z} kan partitioneras i k block pad S(n — 1,k) olika sétt, i varje sidan
kombination kan k olika partitioner av X bildas genom att “stoppa in” x i

de k olika blocken. Det totala antalet partitioner i det andra fallet blir alltsa
k-S(n—1k).

3.2 Belltal

Belltalen betecknar det totala antalet partitioner av en mangd med storlek n. Dessa

har ett enkelt samband till Stirlingtalen, da det & summan av antalet partitioner
av mingden i i block for alla 1 <1i <mn.

n

B(n) = ZS(n, k)

k=1

Belltalen kan dven definieras rekursivt som

B(n) = Z (Z B 1)3(71 ey

k=1

Vilket kan visas genom konstruktion som foljer:

e Vilj ett godtyckligt element x ur en méngd X av storlek n. I varje partition
av mingden X dr x i en partition, denna partition har en storlek k, 1 < k < n.

e Antalet séitt att konstruera en partition av storlek k ur mingden X \ {z} &r

-1

(:71)-

e Antalet sétt att partitionera resterande n—k element pa dr B(n—k). Antalet
partitioner av X sadan att z tillhor en partition av storlek k &r alltsa

<Z:1> .B(n—k)

" n—1
e Det totala antalet sdtt blir da Z (Z B 1)B(n — k).

k=1
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4 Catalantal

Catalantalen kan anvéndas till mycket, de beskriver bland annat antalet binéra trid
och antalet sétt att korrekt placera ut parenteser. Talen kan definieras rekursivt

som
n—1

C(n) =Y _C(k)-C(n—k—1),C(0) =1,
k=0
ddr man kan tidnka sig att man summerar Gver alla kombinationer av storlekar pa
deltriden, dir k ar storleken pa det vinstra deltriddet, och n — k — 1 blir storleken
pa hogra deltridet. Alla kombinationer for C'(3) visas i figuren nedan.

2N SN

Figure 3: Catalantal som trad

Parallellen med paranteser kan forklaras genom att en korrekt parentetiser-
ing alltid kan skrivas pa formen (X)Y, dir X motsvarar vanster deltrdd och YV
motsvarar hoger deltrdd (dessa &r alltsd dven de pa formen (X')Y' satillvida de
inte dr tomma, i vilket fall de representeras av den tomma stréngen.



