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1 Introduktion

Vissa problem &r svara att hitta 16sningar till. Da kan man ibland ta till totalsckn-
ing for att hitta en optimal 16sning. Denna sokning skulle da gé& igenom alla mdojliga
kombinationer och se om det ger en 16sning till problemet, och jamféra kostnaden
for denna 16sning med tidigare hittade l6sningar. Som exempel gar vi igenom to-
talsokning for sortering. Nu finns det i och for sig béttre 16sningar &n totalstkning
for sortering men bara for att visa hur det kan ga till. I sorteringsproblemet har
man som indata en array av objekt som man vill sortera. For att 16sa detta med
totalstkning skulle man kunna generera alla permutationer av objekten och se om
den ordningen blir sorterad. Nar man till slut hittar en ordning som &r sorterad sa
returnerar man denna. Tidskomplexiteten i detta fall blir O(n!) dédr n &r antalet
objekt i indata. Detta &r givetvis en tidskomplexitet man vill undvika och i detta
fall har man hittat andra satt att 16sa problemet pa lyckligtvis, exempelvis merge-
sort. Men for vissa problem s& ar det véaldigt svart att hitta battre sdtt &n att just
soka igenom alla potentiella 16sningar. Vi tédnkte har diskutera nagra metoder man
kan anvianda sig av for att séka igenom mdjliga 16sningar och skippa de som ser
hopplésa ut for att hitta den optimala l6sningen.

2 Sokalgoritmer

2.1 Bredden-forst-s6kning

Bredden-forst-sdkning (BFS) &r en totalstckningsalgoritm som 16ser problemet med
den kortaste vigen mellan tva olika noder i en oviktad graf.

2.1.1 Algoritm

Idén bakom BFS, dr att man s6ker igenom alla noder i ordningen av hur langt bort
de &r ifran start noden, med den narmaste férst. Detta gér man genom att lagga till
rotnoden i en ko, i en k6 kan man bara ta elementet som ligger férst och bara lagga
till element sist. Déarefter tar man bara den férsta noden i kén och letar igenom dess
grannar. Man sparar vilken nod man kom till grannen med, for “backtracking” och
fortséitter med nésta nod i kén. Nér man hittar noden man letar efter returnerar
man bara vigen till noden.
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Algoritm 1: En BFS algoritm.
Input: En Grannlistad graf U = {ni, no,...,n,} av noder,
en sOkt nod soughtNode
Output: Den kortaste vigen A till malnoden. (Om det inte
finns nagon vég till malnoden sa, A = 0).
BFS(U,soughtN ode)
(1) Queue queue
queue.add(U.root)
while endN ot Reached
node = queue.pop() if node == soughtN ode
return (pathTo(node))
else
foreach node.neighbours
if Ineighbour.visited
neighbour.visited = true
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10) queue.add(neighbour)
11) if queue.size() == 0

12) endNotReached = false

13) return ()

2.1.2 For- och nackdelar

Den stora fordelen med BF'S ar att man far den kortaste végen till den stkta noden,
detta géller dock inte om man har kantkostnader. En annan stor férdel med BFS
ar att den dr vildigt latt att forsta och implementera. Den stora nackdelen &ar att
den kraver vildigt mycket minne da man maste halla reda pa alla grannar.

2.1.3 BFS med kantvikter

Om man vill anvinda BFS pa en graf med kantkostnad och &nda fa den kortaste
vigen finns det ett enkelt siatt man kan 16sa detta.

Istéallet for en k6 anvéinder man en prioritetskd och sorterar den pa avstandet
fran rotnoden. Notera att inséttning i en sorterad lista inte &r konstant utan i
virsta fallet blir O(log(n)) * dér n #ir antalet element i listan och i vart fall &r n i
genomsnitt [noder|/2. Dessutom &r poll pa forsta elementet i en sorterad lista inte
konstant utan O(log(n)) 2. Denna metod kallas Uniform Cost Search, UCS3.

2.2 Djupet-forst-s6kning

Djupet-forst-sokning (DFS) dr en totals6kningsalgoritm som léser problemet med
en vig mellan tva olika noder i en graf.

DFS letar upp en stig genom grafen till en méalnod. Sjdlva algoritmen &r vildigt
lik BF'S men istéllet for att titta pa grannnoderna i en speciell ordning sa tittar man

!Tidskomplexiteten bygger pa PriorityQueue fran Javas API 1.5
2Tidskomplexiteten bygger pa PriorityQueue fran Javas API 1.5
3http://en.wikipedia.org/wiki/Uniform cost search
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pa den forsta grannen till den nod man tittar pa for tillfallet. Forst ndr man har
kommit sa langt att man inte langre hittar nagra obesokta noder som &ar granne till
den nuvarande noden gar man tillbaka till den férra noden. Pseudo koden for DFS
ar ocksa valdigt lik BFS men istéllet for en ko for noder man ska bestka, anvdnder
man sig utav en stack for de noder man bestkt, exklusive forgreningar.

Algoritm 2: En DFS algoritm.
Input: En GrannListad graf U = {nq,no,...,n,} av noder,
en sOkt nod soughtNode
Output: Den kortaste vigen A till mal noden. (Om det inte
finns ndgon vég till mal noden s&, A = ().
DFS(U,soughtN ode)
1) Stack pathTo
node = U.root
while endNotReached
if node == soughtNode
return pathTo
else
foreach node.neighbours
if Ineighbour.visited
netghbour.visited = true
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10) path.add(neighbour)
11) neighbour Found = true
12) break

13) if neighbour Found = true
14) node = path.pop()

15) if node == root

16) endNotReached = false

17)  return ()

2.2.1 For- och nackdelar

Den stora fordelen med DFS &r att man inte behover halla koll pa alla noder utan
bara de som man anvént for att ta sig dit man #r utan forgreningar. Aven om man
i virsta fallet maste spara alla noder i grafen. Den stora nackdelen med DFS &r att
man inte far den kortaste vigen utan vilken viig som helst. Den l&dmpar sig darfor
bést om man &r intresserad av att veta att det finns en vég till malet snarare dn
hur lang den &r.

2.2.2 DFS med kantvikter

Ett enkelt sdtt att gora sé att man hittar den kortaste vdgen med en DFS &r att
istéllet for att spara visited som en boolean spara den som den kostnad man tog
for att komma dit och da istéllet skriva 6ver kostnaden om den ar hogre. Nar man
hittar mal noden s& maste man dock fortsétta och leta eftersom det kan finnas nagon
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annan vig som kan vara kortare. Man sparar den kortaste vigen och jamfoér den
med de andra vigarna man hittar. Notera att om man har negativa loopar kommer
algoritmen g4 in i en o#ndlig loop. Denna metod kallas Dijkstras algoritm?.

2.3 Iterativ deepening depth first search

Iterative deepening depth first search, ID-DFS, &r en totals6kningsalgoritm som
letar upp den kortaste végen till en nod i en graf.

ID-DFS é&r en kombination av férdelarna med DFS och BFS. Sjdlva idéen &r att
man soker igenom grafen med DFS men man soker bara till ett givet djup i grafen.
Man 6kar sedan successivt djupet man soker pa. Detta resulterar i att man besoker

noderna for férsta gangen precis som i BFS men man anvinder inte mer minne &n
DFS.

2.3.1 For- och nackdelar

Fordelarna ar att man far den kortaste vigen i en oviktad graf samt att man inte
anviander mer minne &n en DFS. Den stora nackdelen &r ju dock att man maéste
kora en DFS flera ganger pa samma noder. Tilldgg: Det dr dock inte sa farligt
att noder i borjan av soktrédet blir besokta flera ganger. Soktradet &r ju absolut
bredast i slutet.

2.4 Branch-and-Bound

Branch-and-Bound ar ett generellt satt att hitta l6sningar till kombinatoriska prob-
lem. Det gar ut pa att forsdka hugga av grenar i séktradet sa tidigt som mdojligt
for att minska sokrymden. For att gora detta &r det viktigt att ta beslut i rétt
ordning. Man vill hitta motségelser for att hugga av grenar sa tidigt som maojligt.
Darfor bor stora beslut tas tidigt.

2.4.1 Exempel: Kappsicksproblemet

I Kappsicksproblemet har man en méngd med objekt som har virden {v;...v;}
samt vikter {w; ...w;}. Med de objekten ska en kappsick med kapacitet K fyllas
sa att innehallets virde maximeras.

Det forsta man bor gora ar att fundera pa om en DP-algoritm kan anvindas
istéllet. Om vérden och vikter ej &r begrinsade far man anvinda Branch-and-bound
istéllet. Det forsta steget dr att rdkna ut kvoten - for alla objekt och sortera dessa
efter minskande storlek. Sedan bérjar man forscka att packa objekt i kappsécken.
I figur 1 kan ett soktridd for problemet ses. I varje steg kan man gora tva beslut.
Endera tar man med objektet som noden representerar, eller sa lamnar man det.
Man skér av grenar i tridet genom att titta pa nésta objekt. Om man skulle fylla
resten av kappsédcken med det objektet, far man da ett battre virde &n det bésta
hittills? Om man inte far det dr det ingen idé att fortsétta nedfér den vigen och
det ar istillet dags att ga tillbaka. I algoritm 3 ses en skiss av algoritmen.

“http://en.wikipedia.org/wiki/Dijkstra%z27s_algorithm
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Figure 1: Soktrad for kappsicksproblemet. Varje nod representerar ett ob-
jekt, och for varje objekt kan man endera vilja att ta med det (folja Ja-
kanten) eller inte ta med det (Nej-kanten).

Algoritm 3: Branch-and-bound-algoritm fér kappsécksproblemet

Input: En icke-tom méngd V = {v1,ve,...,v,} repre-
senterande objektens varden, En icke-tom méangd W =
{wi,wa, ..., w,} representerande objektens vikter. Ett tal

C, kapaciteten pa kappsécken.
Output: En mingd S, innehallandes objekten som ingar i
packningen med det maximala vérdet.
KappsAck(V, W, C)
(1)  foreach v; € V,w, e W
P={2x<2
1= wa T w
best = —1 bésta 16sningen hittills
curr, = 0 varde pa packning hittills
curry,, = 0 vikt pa packning hittills
foreach - € P
if w; > C then ta ej med objekt
if J)’[ﬁll (C — curry) + curr, < best
avbryt och ta ej med objekt
else
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) curry+ = v, Curry+ = w;

) if curr, > best then best = {curr,, curry}
13)  foreach obj € best

)

)

—_
[\

S U {obj}

return S
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2.4.2 Exempel: Teckenavkodning

I teckenavkodningsproblemet har man ekvationer pa formen CA = AB+C6. Alltsa
bade siffror och bokstéver blandat. Problemet gar ut pa att man ska ge bokstéverna
siffror sa att ekvationen uppfylls och vénsterledet &r minimalt. De begransningar
som finns dr att forsta siffran i en term inte far vara 0 samt att det finns max 5
termer.

Den naiva metoden hér skulle vara att generera alla kombinationer av siffror
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som bokstdverna kan anta. Testa om en kombination fungerar, och om den fungerar
jdmféra den med den bésta l6sningen hittills. En oerhérd méngd med kombina-
tioner kommer att genereras och testas hiar. Gar det inte att gora pa nagot béttre
satt?

For att anvdnda branch-and-bound behover vi hitta regler som gor att vi kan
avbryta sokningar. En regel har vi redan. Det ar att den forsta siffran i en term inte
far vara 0. Det betyder att vi aldrig behdver testa de kombinationer dir O ersétter
en bokstav som &r forsta siffran i en term. Detta kanske récker tillsammans med
att vi vet att uttrycket ska minimeras?

Istallet for en brute-force-algoritm representerar vi termerna i hogerledet med
Ty ...Ty, och vinsterledet med T. Vi markerar dven de olika positionerna i en term
med 0...7. Den mest signifikanta positionen i term T; &ar alltsd T7;. Den minst
signifikanta dr 77,. Da kan man gora foljande uppstéllning:

Tli - TIO
Tgi - T20
Tgi - T30
Ty ... T
Z TOi - TOO

Nar vi nu vill minimera Ty borjar vi tilldela Tp; och fortsétter sedan uppat med
Ty; ... Ty;. Hela tiden forsoker man anvénda si sma siffror som mojligt. Nar raden
langst till vanster ar klar gar vi ett steg at hoger. Genom hela 16sningen méaste
man dven halla reda pa minnessiffran som kan komma fran kolumnen till hoger.
Eftersom vi har fyra termer kan den hogst vara tiotalsdelen av 4 %943 = 39, alltsa
3. Som minst kan den vara —3. Ligger minnessiffran utanfor intervallet [—3, 3] kan
16sningen direkt forkastas. Nar man har kommit till positionen langst till hoger har
man hittat den optimala lésningen.

2.5 2-halls-s6kning (Bidirectional search)

Ett soktrdd for en brute force-16sning férgrenar sig snabbt, och ldngst ner har man
24 noder i sitt soktrdd om varje niva har tva val och det finns d nivaer. Vet man
redan om startnoden och slutnoden kan man istédllet for att endast soka uppifran
och ner, dven soka nedifran och upp. Det medfor att komplexiteten gar fran 2¢ till
2.24/2 = 24/2+1  Detta kallas bidirectional search eller meet-in-the-middle. T figur
2 ses utbredningen for tva s6kningar. En fran mal-noden och en f6r start-noden.
Anvénder man 2-halls-s6kning &r det endast sokrymden som &r markerad i mitten
som behover berdknas. For att denna metod ska ga att utnytta till fullo krévs det
dock att delresultaten gar att kombinera pa ett bra sétt.

2.5.1 Exempel: Dubbel DES

DES é&r en krypteringsalgoritm som anvénder en 56-bitars nyckel. Man krypterar
sitt meddelande m genom DESy, (m) = ¢. I dubbel DES krypterar man tva ganger
med olika nycklar: DESg, (DES,(m)) = c¢. D& far man istéllet f6r en nyckel pa
56 bitar, en nyckel pa 112 bitar att dekryptera. Detta &r betydligt svarare att
genomfora med brute force-16sningar.

Skulle man &ndéa forsoka sig pa en brute force-sékning kommer man att fa ett
soktrid med djup 2 och 2°0 val i varje nod. Om man pa nagot sitt skulle ha
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Start
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Figure 2: Utbredning for tva sékningar. En sdkning borjar i startnoden, den
andra i malnoden. Endast markerat omrade behover beridknas..

fatt tag i en bit av meddelandet, och samma block av text i krypterat format,
kan man istéllet anvinda sig av en 2-halls-sOkning. Det eftersom man har bade
startnod (meddelande) och slutnod (kryptotext). D& borjar man fran startnoden
och applicerar DESg1(m) pa den och sparar resultatet i t.ex. en hashtabell. Sedan
gar man fran slutnoden och applicerar DES,:21 (¢) pd den. Dubbel-DES-nyckeln
hittar man genom att soka igenom tabellen for startnoden och se om man hittar
en match fran resultatet fran slutnoden.

2.6 Bast-forstsokning

Bast-forstsokning dr en sorts triadsokning eller grafsokning dar man expanderar en
nod beroende pa hur lovande I6sningen fran den noden ser ut, jamfort med de andra
nodernas dellésningar. For att kunna evaluera hur bra en dellosning ar anviander
man sig av en evalueringsfunktion. Om man lyckas gora en evalueringsfunktion som
sdger exakt hur nira l6sningen man ar skulle denna sokning inte ga ett steg fel 6ver
huvudtaget. I praktiken ar detta omdjligt och man anvénder sig av en heuristisk
funktion som uppskattar hur nira nagon losning man &r, det vill séga kostnaden
att komma till nagon l6sning.

2.7 A*

A* &r en sorts bast-forstsokning som inte bara utnyttjar den heuristiska funktionen,
h(z), utan den haller dven reda pa kostnaden for att komma till den punkten man
evaluerar i, g(z). Dessa tvi adderat ger oss funktionen f(z). Det dr vildigt viktigt
att h(z) dr en exakt kostnad eller underskattning av kostnaden frin den noden
man &r till malet. Detsamma géller for g(z) fast dér ska det vara en exakt kostnad
eller 6verskattning. Oftast dr det ganska enkelt att hélla reda pa exakt kostnad -
eftersom man vet ju oftast hur mycket det kostade att komma dit man &r - eftersom
man har genomfort de stegen.

Alltsa for en given delldsning x:

f(2) = 9() + h(z)

g(z) > cost(start, x)

h(z) < cost(xz, ml)
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Algoritm 4: A*
Input: En graf, startnod, l6sningskrav, funktionen h(z)
samt g(z)
Output: Den lagsta kostnaden fran start till en l6sning.
Notera att ) &r en prioritetsko, ldgsta virdet dr hogst prior-
iterat.
A*(G, start, solution(x), h(x), g(x))
Q.ADD(start, h(start))
solution = 0o
while @ is not empty
node = Q.poll()
if solution(node) and g(node) < solution
solution = g(node)
else
foreach neighbor € node.neighbors
if not repeated state
) Q.add(neighbor, g(node)+
) cost(node, neighbor) + h(neighbor))
return solution
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2.7.1 15-pusslet

15-pusslet ar ett pussel ddr man har ett 4x4-briade med 15 olika 1x1-brickor med
siffror pa. Dessa siffror gar fran 1 till och med 15. Detta innebér att det blir en
tom ruta Gver och denna ska man utnyttja genom att man kan flytta de icke diag-
onalt angrénsande brickorna till denna ruta. Detta gér man tills man har kommit
till malet, vilket &r att alla brickorna &r ordnade sa att i den Gversta raden finns
brickorna 1,2,3,4 i ordning, andra raden finns 5,6,7,8 och sa vidare. 15-pusslet
ar ett problem man skulle kunna 16sa med hjilp av A*-sokning. g¢(z) dr vildigt
enkel att definiera, ndmligen antalet forflyttningar man har gjort. Funktionen h(zx)
ar ddremot lite svarare att definiera. Man skulle kunna sétta denna till antalet
felplacerade brickor eller summan av manhattanavstanden for varje bricka till det
lage den skall vara i slutet. Bada dessa fungerar eftersom de inte 6verskattar kost-
naden till mélet, fast den senare ar att foredra eftersom den uppskattar kostnaden
béattre d4n den tidigare.

2.8 Iterative deepening A*

Iterative deepening A* ar precis vad det later som, det ar A*-sokning med en
begrénsning pa hur bra l6sningar man ska underséka. N&r man Skar djupet sa
tillater man potentiellt sdmre l6sningar. Detta gér man bara ndr man inte hittat
en 16sning pa ett givet djup, och dessa potentiellt simre 16sningar dr d& egentligen
de béattre l6sningarna, men de kostar mer d&n vad man trodde behovdes fran borjan.
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Algoritm 5: ID-A*

Input: En graf, startnod, losningskrav, funktionen h(z)
samt g(x) och ett maxdjup

Output: Den lagsta kostnaden fran start till en 16sning.
Notera att @) ar en prioritetskd, lagsta virdet &r hogst prior-
iterat.

ID-A*(G, start, solution(z), h(x), g(x), mazdepth)

(1) Q.ADD(start, h(start))

(2)  if h(start) > maxdepth

(3) return oo

(4) solution = oo

(5) while @ is not empty

(6) node = Q.poll()

(7) if solution(node) and g(node) < solution

(8) solution = g(node)

9) else

(10) foreach neighbor € node.neighbors

(11) fr = g(node) + cost(node,neighbor) +
h(neighbor)

(12) if not repeated state and fx < mazxdepth

(13) Q.add(neighbor, fx)

(14)  return solution



