Forelasningsanteckningar F6

Martin Andersson & Patrik Falkman

Kortaste vagen mellan en nod och alla andra noder

Detta problem innebér att givet en graf G = (E,V) hitta den kortaste vagen &éver E fran en
nod u i V till alla andra noder i V.

Dijkstras algoritm I6ser effektivt fallet nar man har en riktad/oriktad graf med bara positiva
kanter. Dock fungerar den inte nar man har en eller flera kanter som ar negativa, da
algoritmen hela tiden utdkar det uppspannande tradet via den nod vars avstand fran
startpunkten ar minst. Den antar pa sa satt att om du kommer till en nod a fr@n nod b
kommer det aldrig vara kortare att ga till a via en annan nod c istallet.
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Bellman-Ford algoritmen kan dock hantera negativa kanter, och kan dven anvandas for att
hitta negativa cykler. Den fungerar pd ett liknande satt som Dijkstra, fast den gar igenom
alla kanter och minskar om méjligt avstandet mellan tva noder u och v for varje kant i
grafen:

Algorithm 1: Bellman-Ford
Input: En graf G(E, V) dar E ar en mangd kanter och V en mangd noder.
Output: minsta avstdndet som en funktion p
for varje nod v i G(E, V)
for varje kant (u, v) 1 E
if (dist[u] + w(u, v) < dist[v] AND dist[u] is not infinite)
dist([v] = dist[u] + w(u, V)

plv] =u

Tidskomplexitet: O(|V||E|)

Nagot som kan vara bra att fundera pd ndr man implementerar Bellman-Ford &r hur man
ska hantera oandligheten: Ifall man strikt féljer definitionen av oandligheten, dvs att co -
w(u,v) = co kommer man inte kunna upptdcka negativa cykler!

Det man istéllet borde géra &r att |3ta alla tal dver en viss grans E representera
oandligheten. D3 géller det dock att vélja E tillréckligt 18gt s& att man undviker overflow
men samtidigt tillrdckligt hogt s att dist(v) aldrig rakar bli stérre &n eller lika med E utan
att dist(v) egentligen ska vara oandligt.

For att upptécka negativa cykler kan man kéra den inre for-loopen en extra gang efter att



algoritmen &r klar; vi har redan kort den |V| ganger, vilket &r det storsta antalet kanter som
kan ligga p& vagen mellan tva noder. Ifall avstandet till en nod kan minskas med &nnu en
iteration betyder det att vi kan utéka en stig med en kant som redan finns i stigen, vars vikt
&r negativ sa att summan av alla vikter dver stigen minskas. Vi har d& en negativ cykel!

Vi observerar att tidskomplexiteten till Bellman-Ford ar stdrre an tidskomplexiteten till
Dijkstra, som ar O(log|V]|E|), och att det skulle vara snabbare att kéra Dijkstras algoritm
om alla negativa vikter kunde tas bort pa ett snabbt satt, forutsatt att grafen fran bérjan
inte har nagra negativa cykler.

Kortaste vagen mellan alla par av noder

Detta problem innebér att givet en graf G = (E,V) hitta den kortaste végen 6ver E fran varje
nod u iV till alla andra noder i V.

Ett naivt satt att rakna ut detta pa &r att kéra Bellman-Ford algoritmen mellan alla par av
noder vilket kommer ta O(|V|?|E]) tid.

Ifall man kunde kéra Dijkstras algoritm skulle detta kunna géras pa O(|V||E| log|V]) tid
istallet, ndgot som kraver att vi forst maste ta géra om alla negativa kanter till positiva!
Johnsons algoritm gor detta pa ett effektivt satt:

Man definierar en ny funktion h(u) = w'(u,v) som definierar den nya vikten p& kanten
mellan nod u och v. Sedan skapar man en ny nod s och lagger till kanter med vikt 0 mellan
s och alla andra noder. Man berdknar sedan avstandet d(s, u) med Bellman-Ford for alla u i
V och observerar att h(w) <= h(u) + wt(u,w) pa grund av triangelolikheten. Detta ger 0 <=
w(u,w) + h(u) = h(w) = w'(u,w), alltsd kommer alla nya vikter w' vara positiva.
Tidskomplexiteten blir d@ O(|V||E| + |V]|E| log|V|) = O(|V]||E| log|V]).

Ett annat satt att |16sa problemet &r med Floyd-Warshalls algoritm. Den definierar dk,u,v som
det minsta avstandet fran nod u till nod v, dar bara k noder far anvandas utéver u och v.
Definitionen gors rekursivt:

do,u,v = w(u,v)
dk,u,v = min(dk-llu,v, dk-l,u,k + dk-l,k,v) forallak=1, ..., n

det vill sdga att dk,u,v bestdms genom att kolla om man kan f& en kortare vag frén u till v
ifall man g&r genom noden k. Observera att w(u,v) har ett oandligt stort varde ifall det inte
finns en kant fran u till v. Samma galler for d|v|,u,v ifall det inte finns nagon stig fran u till v.

Det ursprungliga sattet att implementera Floyd-Warshall pd &r att anvanda en
3-dimensionell vektor for att representera d. Detta kommer uppenbarligen ta |V|3 minne,
och det ar darfor av intresse att man hittar ett smartare satt att implementera algoritmen.
Vi observerar att det enda index av k som anvands ar k och k-1 (fér olika varden av k), och
att vi kan ersatta den 3-dimensionella vektorn med tva stycken matriser istéllet. Den ena
matrisen sparar vdrden fran det férra vardet pa k medans den andra sparar det nuvarande.
Annu en observation &r att algoritmen hela tiden kommer l&sa det gamla vardet och sedan
skriva det nya vardet, i den ordningen. Vi kan darfér anvénda bara 1 matris, eftersom vi
aldrig kommer behéva det gamla vardet igen efter att vi eventuellt har skrivit éver det!

Algorithm 2: Floyd-Warshall



Input: En graf G(E, V) med kantfunktion w(u, v)
Output: Kortaste vagen mellan alla par av noder och vagen i sig
/*Initialize*/
foreach u € Vv
Dfu, u] =0
foreach v € V
Dlu, v] = «
Plu, v] = null
foreach (u, v) € E
D[u, v] = w(u, v)
Plu, v] = u

/*create dk,u,v*/
for k =1 ton
foreach u € v
if D[u, k] < =
foreach v € Vv
if D[u, k] + D[k, v] 2 D[u, V]

D[u, v] = D[u, vVv]
Plu, v] = Pl[u, V]
else
D[u, v] = D[u, k] + D[k, v]
D[u, v] = Pl[k, v]

return (D, P)

Tidskomplexiteten ar O(|V|3).

Nar ska man anvanda viken algoritm?
Ifall vi har en gles graf kan det vara vart att anvanda Johnons algoritm istéllet for Floyd-
Warshalls. Mer specifikt, ifall |[E| < |V|2/Iog|V|.

Eulercykler och stigar

En Eulercykel &r en cykel i en graf som passerar varje kant en gdng. En eulerstig &r som en
Eulercykel, fast start- och slutnoden ej behéver vara den samma.

Observera skillnaden pd en Eulercykel och en Hamiltoncykel: En Hamiltoncykel &r en cykel i
en graf dar varje nod finns med en gang. Att hitta en sddan cykel ar ett NP-fullstéandigt
problem.

For att en Eulercykel ska finnas i en graf maste féljande villkor uppfyllas:
e Alla kanter i grafen maste vara sammanhangande
e I en oriktad graf maste varje nod ha ett jamnt antal kanter
e I en riktad graf maste varje nod ha lika manga inkommande kanter som utgdende
dito.

Foljande villkor ar tillrackliga for att det ska finnas en Eulerstig. Observera att det kan
finnas en Eulerstig i en graf dar det inte kan finnas en Eulercykel, i sa fall géller:
e Alla kanter i grafen maste vara sammanh&angande



e I en oriktad graf far max tva noder ha udda valens, resten av noderna maste ha
jamn valens.

e I en riktad graf maste antal inkommande kanter vara lika med antal utgaende
kanter for alla noder, férutom max en nod dar antal inkommande kanter ar en mer
&n antal utgdende kanter, och max en nod dér antal utgdende kanter &r en mer &n
antal ingdende dito.

Det gar darfor att p& O(|E|) tid kolla om en graf innehaller en Eulercykel/stig.
Algoritmen for att hitta en Eulercykel/Eulerstig delas upp i tva steg, en stigfinnare och en
kontrollant:

e Stigfinnaren borjar pa en godtycklig nod (om vi vill hitta en Eulercykel) eller pa
startnoden (ifall man vill hitta en Eulerstig). Sedan valjer man en godtycklig kant att
traversera och markerar denna kanten som anvand. Detta gbérs om anda tills det
inte langre &r mojligt att fortsatta. Enligt villkoren ovan befinner sig d& algoritmen i
samma nod som startnoden (for Eulercykler) eller i slutnoden (fér Eulerstigar).

Vi far da en serie kanter S = {e1, €2, ..., ek}

e Kontrollanten traverserar éver S. Ifall den upptécker att ndgon kant e fr&n ndgon
nod v inte &r markerad som anvénd startar den Stigfinnaren igen fran nod v, dver e,
och "klistrar in" den returnerade stigen S' = {f1, f2, ..., fm} pa ratt stalle i S, sa att
man far
S ={e1, ez, ..., e, f1,f2, ..., fm, €i+1, ...€k}.

Flode i grafer

Att hitta det stérsta méjliga flodet i en riktad och viktad graf gdr att géra med Ford-
Fulkerssons algoritm ifall grafen ar bipartit. Ofta anvander man Ford-Fulkerssons algoritm
for att hitta minsta bipartita matchningen i en viktad bipartit graf.

Ford Fulkerssons algoritm gors i tva steg: Man férsoker hitta en stig som okar flodet genom
grafen, sedan uppdaterar man grafen och flédet. Nar man inte ldngre kan hitta en sddan
stig har man hittat ett maximalt fléde!

Algorithm 3: Ford-Fulkersson
Input: En graf G(E, V) dar E &r en mangd kanter och V en mangd noder.
Output: Minimala flddet genom grafen och om s énskas kanterna och deras respektive
fléde.
foreach kant (u,v) € E
r[w][v] = w(u, v)
while C = getPath()
V = min(w((u, v) € C))
for (u, v) =C
rlu] [v]- \Y
riv] [ul+ =V

Tidskomplexiteten till algoritmen ifall alla vikter ar heltal &ar O(|E|*f), dar f &r det maximala
flédet i grafen. Ifall vikterna ar irrationella tal ar tyvarr inte Ford-Fulkersson ens garanterad



att avslutas.

Ford-Fulkerssons algoritm anvander sig oftast av en djupet-férst sdkning foér att hitta
utdkande stigen i getPath(). Detta kan dock innebdra problem i vissa specialfall, sarskilt nar
bredden-forst sékningen av ndgon orsak standigt hittar stigar i grafen med 13g kapacitet
innan de stigarna med hdgre kapacitet.

Edmonds-Karp ar en variant av Ford-Fulkerssons algoritm som istallet anvéander en
bredden-forst forst sékning, och har en tidskomplexitet pa O(|V| |E|2).
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