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1. Introduktion till statistik

1.1 Inledning

Statistik anvdnds huvudsakligen till tva olika saker:

o Att beskriva en dataméngd i olika avseenden (beskrivande statistik).
o Att analysera verkligheten med hjélp av stickprov (analytisk statistik).

Grunden for statistik d&r numerisk information — data — av olika slag. Datan kan vara empirisk
(insamlad fran “verkligheten”) eller teoretisk (baserad pa antaganden). Med hjélp av sddan data kan
verkligheten beskrivas och/eller analyseras pa olika sétt med hjélp av statistiska metoder.

Om variabelvérdena i en viss midngd data representerar kvantiteter — d.v.s. svarar pa fragan “hur
manga?” — sa sigs datan vara av kvantitativ karaktdr. Motsatsen dr om variabelvérdena representerar
kategorier, t.ex. kon, farger eller placeringar. I detta fall sdgs datan vara kvalitativ. Kvalitativ data kan
delas in i nominaldata, dar de olika kategorierna inte kédnnetecknas av ndgon inbordes ordning, eller
ordinaldata, dér de olika kategorierna kan rangordnas.

Observera att kvalitativ data mycket vél kan vara av sifferkaraktir. Till exempel &dr betyg pa en
skala 1-10 ordinaldata, medan postnummer dr nominaldata. Data blir inte kvantitativ for att de olika
kategorierna har namn som rékar bestér av siffror. Det krévs att datan faktiskt har en reell matematisk
betydelse for att den ska vara kvantitativ. Det dr viktigt att man har klart f6r sig vilken typ av data
man arbetar med, eftersom valet av statistiska metoder och modeller styrs av detta.

Nu har du chans att vinna den ultimata

Virde 60 000 kr

www.statravel.se
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1.2 Stolpdiagram och férdelning

”En bild sdger mer &n tusen ord” lyder ett gammalt talesétt. Ett vanligt sétt att beskriva en dataméngd,
dér de enskilda observationerna naturligt kan grupperas eller dér det endast finns ett fatal olika varden
(utfall) for de enskilda observationerna, &r att anvidnda ett stolpdiagram. I ett stolpdiagram illustrerar
hojden av varje enskild stolpe en frekvens, d.v.s. ett antal observationer. Hur antalet observationer i
en datamingd &r fordelat pa olika utfall kallas for dataméngdens frekvensfordelning. Stolpdiagram ar
ofta ett mycket anvéindbart sétt att skaffa sig en bild av en viss dataméngds frekvensfordelning.

Anta till exempel att 2689 personer har blivit av med sina korkort under en viss period,
och att dessa personer aldersméssigt dr férdelade pa det sétt som framgér av tabellen nedan.

Alderskategori Antal personer
18-24 356
25-34 555
35-44 643
45-54 529
55-64 387

65- 219

Ett exempel pé hur ett stolpdiagram kan beskriva denna dataméingd finns i figur 1.1.

Figur 1.1
Stolpdiagram med frekvensférdelning

700

600
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400 —
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200 —
100 _|
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I I I I I
18-24 25-34 35-44 45-54 55-64 65-

Alder (8r)
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Samma typ av diagram kan ocksa anvindas for att visa ocksé hur sannolikt det 4r att en slumpmaéssigt
vald person som har blivit av med korkortet hor till en viss &lderskategori. I tabellen nedan har
frekvenserna riknats om till sannolikheter f6r de olika kategorierna genom att dividera var och en av
dem med det totala antalet personer i dataméngden.

Rlderskategori Sannolikhet
18-24 356/2689=0,1324
25-34 555/2689=0,2064
35-44 643/2689=0,2391
45-54 529/2689=0,1967
55-64 387/2689=0,1439

65- 219/2689=0,0814

Generellt kallas en variabel som fér sitt virde via en slumpmaissig process for slumpvariabel. En
fullstdndig beskrivning av hur sannolika de olika mojliga utfallen for en viss slumpvariabel &r
kallas for slumpvariabelns sannolikhetsfordelning, eller bara fordelning. 1 figur 1.2 nedan illustreras
sannolikhetsfordelningen for exemplet ovan med ett stolpdiagram. Notera att stolparnas inbordes
forhallande dr exakt detsamma som i figur 1.1.

Figur 1.2
Stolpdiagram med sannolikhetsférdelning
0,3
0,25 7
0,2
Sanno- 0,15
likhet
0,1
0,05 _|
0 [ [ [ [ [
18-24 25-34  35-44 45-54 55-64 65-
Alder (ar)
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1.3 Centraltendens

Kvantitativa matt anvinds ofta for att beskriva en datamingd. For att beskriva datamingdens
centraltendens (“tyngdpunkt”) anvénds ofta mattet medelvdrde. (Det aritmetiska) medelvardet for
ett stickprov bestaende av n observationer x,, x,, ... , x_fran en storre dataméngd betecknas med x
och definieras som

dér X betyder “summa”. Det sanna medelvérdet for en stérre dataméngd — en population — bestaende
av N observationerx , x,, ..., x,, betecknas med den grekiska bokstaven u (uttalas ”my”) och definieras
som

N

S

=
“ N

Man inser enkelt att medelvirde bara kan berdknas f6r data av kvantitativ karaktér. (Fundera sjalv pa
vad nytta du skulle ha av medelvirdet av spelarnas nummer i ditt favoritlag i fotboll!) Nar man arbetar
med ordinaldata anvénds darfor ofta median som matt pé centraltendensen. Medianen definieras som
den observation under vilken 50% av den totala rangordnade datamangden ligger. [ praktiken innebér
medianen ”den mittersta” observationen nir antalet observationer dr udda. Om antalet observationer
ar jamnt definieras medianen som det aritmetiska medelvérdet av de tva mittersta observationerna.

STUDENTER FAR
PA ALLA MEAL OVER 55 KR.

Kan ej kombineras med andra erbjudanden. Géller endast fér ett meal per képtillfglle och p& medverkande
Burger King-restauranger i Sverige. Gller under léséret 06/07 mot uppvisande av giltig studentlegitimation.
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Medianen kallas ockséd for den 50:e percentilen, eftersom just 50% av observationerna har ldgre
vérde. P4 samma sétt dr 99:e percentilen den observation under vilken 99% av de observerade védrdena
ligger. Den 25:¢ respektive 75:e percentilen kallas dessutom for 1:a (eller “nedre”) respektive 3:e
(eller 6vre”) kvartilen, eftersom 1 respektive 3 kvartar (fjardedelar) av den totala datamingden har
lagre viarde. Medianen &r sdledes samma sak som 2:a kvartilen.

Nar nominaldata ska beskrivas kan den inte rangordnas, vilket innebér att man inte kan tala om
nagon median, percentil eller kvartil fér datamidngden. Som maétt pa centraltendens anvéinds da
istédllet dataméngdens fypvdrde, vilket &r samma sak som det vanligaste forekommande vérdet. Om
flera virden &r lika vanligt forekommande i en datamingd, och inget annat virde dr mer vanligt
forekommande, s dr samtliga dessa virden typvérden for datamingden.

Observera att &ven om man inte kan tala om medelvérde for en nominaldataméngd sa gar det utmérkt
att beskriva kvantitativ data med typvérde. P4 samma sitt har en méngd kvantitativ data en median,
dven om en ordinaldataméngd inte har nagot medelvérde. En ordinaldataméngd har ddremot alltid ett
typvérde (eller flera). Man kan alltsa séga att det finns tre “nivaer” av data, ndmligen

1. kvantitativ data
2. ordinaldata, och
3. nominaldata

dér man for varje nivd dven kan anvédnda de metoder som finns tillgéngliga f6r data pa ldgre niva,
men aldrig metoder som hor till data pa hégre niva.

1.4 Spridning

Tva dataméngder som har samma centraltendens kan #nda skilja sig at avsevért vad géller de enskilda
observationernas spridning. Jamfor t.ex. foljande dataméngder:

Datamingd I: 5, 6, 6, 6, 6, 7.
Datamingd I1: 1, 4, 6, 6, 8, 11.

Béde I och II bestar av 6 observationer och har samma medelvérde, median och typvérde, ndmligen
6. Men II kénnetecknas av betydligt storre spridning kring sin centraltendens. For att beskriva en
datamingd dr darfér matt pa spridningen kring centraltendensen ofta anvéndbart.

Det finns ett antal olika matt pd spridning. Om datamingden é&r ldgst pa ordinalnivan si kan man
tala om intervallet — differensen mellan ldgsta och hogsta virdet i dataméngden, eller interkvartila
intervallet — differensen mellan 1:a och 3:e kvartilen. Ett betydligt mer anvéndbart matt pa den
genomsnittliga spridning kring ett medelvdrde ndr man arbetar med en kvantitativ dataméngd ar
emellertid standardavvikelsen f6r datamingden. Standardavvikelsen for en population bestdende
av N observationer x, x,, ... , X,, betecknas med den grekiska bokstaven o (uttalas ’sigma”) och
definieras som

Studentia.se freE-Learning www.studentia.se
10



Lar latt! Statistik - Kompendium Introduktion till statistik

Ju storre spridningen &r kring medelvirdet, desto storre blir alltsd virdet pa standardavvikelsen.

Om dataméngden utgdrs av ett stickprov bestdende av n observationer x , x,, ..., x,, frdn en population
med oként u betecknas stickprovets standardavvikelse med s och definieras som

Anledningen till att man dividerar med # - 1 istéllet for » ndr man arbetar med stickprovsdata &r att man
maste justera for osédkerhet som beror pa det faktum att vi skattar populationens sanna medelvarde u
med stickprovets medelvirde X i formeln. Man séger da att s berdknas med #» - 1 frihetsgrader.

Ett méatt som ir relaterat till standardavvikelsen dr variansen, som helt enkelt dr standardavvikelsen
i kvadrat. Variansen for en population respektive ett stickprov blir alltsa

0_,2

Z(xi ':“’)2
:T

respektive

n

Z(xi - f)2

S2 — =l

n—1

Det gér ofta att dra ganska ldngtgaende slutsatser om hur en dataméngd “’ser ut” bara utifran
information om medelvirdet och standardavvikelsen. Den matematiska tesen Chebyshevs teorem
sdger t.ex. att det for alla dataméngder, oavsett hur de dr fordelade, giller att minst 3 / 4 av de
enskilda observationerna i datamédngden kommer att ligga inom tvé standardavvikelser fran
dataméngdens medelvirde. Teoremet séger ocksé att minst 8 / 9 av de enskilda observationerna
kommer att ligga inom tre standardavvikelser fran medelvirdet.

Om man vet om att dataméngden dr rimligt “klockformad”, d.v.s. hyfsat symmetrisk kring en topp,
vilket fallet ofta dr i manga verkliga situationer, sa sdger den s.k. empiriska regeln att ungefér 2 /
3 av de enskilda observationerna i datamidngden kommer att ligga inom en standardavvikelse fran
datamingdens medelvirde. Dessutom kommer ungefir 19 / 20 av de enskilda observationerna
kommer att ligga inom tva standardavvikelser fran medelvérdet, och praktiskt taget alla att ligga
inom tre standardavvikelser.

1.5 Skevhet

En fordelning kan vara symmetrisk (se figur 1.3). Ofta dr férdelningar emellertid skeva, vilket innebar
att spridningen inte &r likadan pa bada sidor om medelvirdet. En fordelning som ar skev at hoger
kommer i grafisk illustration att vara utstrackt at héger (se figur 1.4), och tvirtom. I en fordelning
som dr skev at hoger kommer medelvérdet dessutom att vara hégre &n medianen, och tvértom.

Studentia.se freE-Learning www.studentia.se
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Figur 1.3
En symmetrisk férdelning

Figur 1.4
En férdelning som &ar skev at héger

Studentia.se freE-Learning www.studentia.se
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Néren dataméngd ska beskrivas dr det ofta meningsfullt att inkludera ett métt pa skevhet. Skevheten for
en population bestdende av N observationer x , x,, ... , x,, med medelvirdet x och standardavvikelsen
s berdknas normalt som

N x —u 3
Skevhet = Z{T} I'N

i=1

Nér virdet pa skevhet dr positivt sa innebér det att populationen ifraga &r skev at hoger, och tvirtom.
En helt symmetrisk férdelning har védrdet 0 pa skevheten.

1.6 Nagra exempel

Exempel 1.1

Under en foljd av 12 dagar observerades foljande antal dagliga képare av bilar hos en viss bilhandlare:
1,4,1,2,6,3,2,3,2, 1,4 0ch 2.

a) Vilken typ av data (niva) dr detta?

b)  Vad dr medelvérdet?

c) Vad ar medianen?

d)  Vad ar typvirdet?

e) Berédkna o.

f) Berikna ¢°.

g)  Berdknas.

h)  Berdkna s°.

1) Berikna skevheten.

7 [lustrera dataméngden med ett stolpdiagram.
k)  Kontrollera om Chebyshevs teorem stimmer.

H Electrolux www.electrolux.se

At Electrolux we share a common goal - to make everyday life easier and
more enjoyable. Our people work to reach this goal and they all contribute to
the Group “s success.

With a presence in more than 100 countries Electrolux is a truly international
company, which gives opportunities to succeed and professionally grow.

Electrolux focuses on developing its people, helping them to grow personally
and professionally. To attract and retain highly talented personnel is consid-
ered to be at the core of our company strategy.

We consider talent as one of our most valuable assets. We believe that
managing and developing this asset is a prerequisite for success. In Electro-
lux talent management is a strategic priority. Our vision for talent manage-
ment is to have a strong pool of outstanding employees and a performance
culture that strives for excellence.

Studentia.se freE-Learning www.studentia.se
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Lésning
a) Kvantitativ data.
b) Medelvirde: 1+4+1+2+6+31+22+3+2+1+4+2 2,583
c) Median: 2
d)  Typvirde: 2
_ 2 _ 2 _ 2 _ 2 . 2
o) o \/(1 2,583)" +(4-2,583)" +(1-2,583)" +(2—2,583)" +...+(2—2,583) 1,441
12
f) 0’ =1,441*=2,076
2 2 2 2 2
o) . \/(1 2,583)" +(4-2,583)" +(1-2,583)" +(2—2,583)" +...+(2—2,583) —1.505
11
h) s=1,505%= 2,265
3 3 3
i) Skevhet = ﬂ /3 + ﬂ /34 .+ ﬂ /3=0,920
,441 1,441 1,441

)]

5

4 |

3 p—

Frekvens
1
0
| | |
1 2 3 4 5 6
k) I intervallet som boérjar vid 2,583 - 2 - 1,441 = -0,299 och slutar vid 2,583 + 2 - 1,441 =
5,465 ticker in 11 av de 12 observationerna, d.v.s. teoremet stimmer.
Studentia.se freE-Learning www.studentia.se
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Introduktion till statistik

Exempel 1.2

Antalet barn per hushéll undersoktes i en viss stad, och resultatet framgar av tabellen nedan.

Antal barn Frekvens
0 27
1 55
2 84
3 51
4 21
5 8
6 3
7 1

HSBC m The world's local bank

world.

www.hsbc.com

The HSBC Group is one of the largest banking and financial
services organisations in the world. We have already attracted
some of the most respected and talented individuals in the
industry to create one of the fastest moving and dynamic
Corporate, Investment Banking and Markets operations in the

Our graduate programmes offer a unique opportunity to
experience one of the most exciting challenges in the
industry today.

Studentia.se freE-Learning
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a) [lustrera dataméngden med ett stolpdiagram.

b) Berikna medelvirdet,

c) medianen och

d)  standardavvikelsen for antalet barn per hushall i staden.
e) Kontrollera om empiriska regeln stémmer.

Losning

a)

Frekvens 4q

90
80 T
70
60 —
50

30
20 4
10 — ’—‘
0 T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7
Antal barn

b)

. \/27(0 —2,1)2 +55(1-2,1)° +84(2—2,1)° +(7—2,1)°

_27-0+55-1+84-2+..+1-7 _

2,1
27+55+84+...+1

Median: Sorterar vi de enskilda observationerna i ordning kommer nr 1 — 27 att vara 0:
or, nr 28 — 82 att vara 1:or, nr 83 — 166 att vara 2:or o.s.v. Medianen maste alltsa vara
en 2:a.

=1,327

27+55+84+...+1

Enligt empiriska regeln ska ungefdr 2 / 3 av observationerna ligga i intervallet som
borjar vid 2,1 -1,327=0,773 och slutar vid 2,1 + 1,327 =3,427. Viseratt (55 + 84 + 51)/
250=0,76, sa det stimmer hyfsat. Dessutom ska ungefdr 19/20 av observationerna ligga
i intervallet som borjar vid 2,1 - 2 - 1,327 =-0,554 och slutar vid 2,1 + 2 - 1,327 =4,754.
Vi kan konstatera att det stimmer bra, eftersom (27 + 55 + 84 + 51 +21) /250 = 0,952.
Bortom tre standardavvikelser fran medelviardet hamnar endast en familj — den med 7
barn — sé vi drar slutsatsen att empiriska regeln stdmmer.

Studentia.se freE-Learning www.studentia.se
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2. Sannolikhetslara

2.1 Inledning

En sannolikhet dr ett matt pa hur troligt det ar att ett skeende som kan resultera i flera olika mojliga
utfall leder fram till ett visst utfall. Sannolikheten for att en hidndelse A intraffar skrivs P(4). En
sannolikhet uttrycks matematiskt som ett numeriskt virde mellan O och 1, eller mellan 0% och 100%.
Om sannolikheten for ett visst utfall r 75% sé betyder det att detta utfall intréffar 3 ganger av 4 i det
langa loppet. Att sannolikheten for hiandelsen A &r 0,4 skrivs alltsa P(4) = 0.,4.

En beskrivning av de olika utfall som dr mojliga f6r en viss slumpvariabel kallas utfallsrum. Nar man
till exempel kastar tva tarningar bestar utfallsrummet av 36 olika utfall, eftersom varje tarning har 6
olika sidor. En hdndelse utgors av en delmdngd av ett utfallsrum. Om man kastar tvé tédrningar och
bara &r intresserad av det totala antalet prickar s motsvarar de 36 utfallen med tirningarna endast 11
olika hindelser eftersom manga av utfallen innebdr samma sammanlagda antal prickar. Om tirning 1
visar en 5:a och tdrning 2 visar en 2:a sé dr det ett annat utfall &n — men dndé samma hindelse som —om
tarning 1 hade visat en 3:a och tirning 2 en 4:a. [ bada fallen 4r ju sammanlagda antalet prickar 7.

Komplementet till en hiindelse innebir att hiindelsen inte intréffar. Hindelsen 4 har komplementet A .
Enligt lagen om total sannolikhet dr sannolikheten alltid 1 att en héndelse eller dess komplement
intriffar. Forvarje hindelse 4 gilleralltsd att P(4)+ P(A4) =1 . Dettatill synes sjilvklara konstaterande
ar mycket anvéndbart, som vi kommer att se senare.

2.2 Union och snitt

Unionen mellan ett antal hiandelser innebér ett utfall dir minst en av hiandelserna intriaffar. Vi betecknar
unionen mellan hindelserna 4 och B som AU B .

Snittet mellan ett antal hdandelser innebér ett utfall ddr samtliga héndelser intrdffar. Vi betecknar
snittet mellan hindelserna 4 och B som 4B . Nar héndelser inte har ndgot snitt sdger man att
de dr omsesidigt uteslutande, eller disjunkta. For unionen och snittet mellan tva hiandelser géller
sambandet

P(AV B)=P(A)+ P(B)—P(AN B)
eller, om man sa vill,

P(ANB)=P(A)+P(B)—P(AU B)
Dessutom géller enligt lagen om total sannolikhet att

P(AUB)=1-P(ANB)
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2.3 Oberoende handelser

Om tva sannolikheter &r oberoende sé har den ena hindelsens eventuella intrdffande ingen paverkan
pa sannolikheten for huruvida den andra hidndelsen faktiskt intraffar. Tva handelser 4 och B ér

oberoende om

P(ANB)=P(A)-P(B)

Exempel 2.1

Sannolikheten for att Yngve skaklara en viss tentai statistik (hdndelse 4) antas vara 80%. Sannolikheten
for att han dter grot till frukost ndr han ska ha tenta (hdndelse B) dr 30%. Sannolikheten f6r att han
antingen &ter grot eller klarar tentan (eller bada) dr 86%. Rader det beroende mellan hiandelserna 4

och B?
Losning

Nej, de ér oberoende eftersom 0,8 + 0,3 — 0,86 =10,8 - 0,3 = 0,24.
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2.4 Betingade sannolikheter

En betingad sannolikhet ar sannolikheten for att en viss hindelse intrdffar under forutséttning att
en viss annan hédndelse intrdffar. Den betingade sannolikheten for att handelse 4 intréffar givet att
hindelse B intréffar skrivs P(A4|B) , och det géller bland annat att

P(A|B) = P(ANB)
P(B)
Tva hindelser A och B dr oberoende om
P(A4|B)=P(A)

Exempel 2.2

Visa att sannolikheten for att Yngve ska klara sin tenta i exempel 2.1 inte dr beroende av huruvida
han dter grot till frukost med hjdlp av oberoendesambandet for betingade sannolikheter.

Lésning

0,24

Det rader oberoende, eftersom P(A4|B) = 03

=0,8=P(A) .

2.5 Bayes teorem

Med hjélp av de samband vi har definierat hittills kan ett antal andra anvéndbara samband hirledas,
t.ex.

. P(A)=P(ANB)+P(AnB) (enligt lagen om total sannolikhet)

. P(A)=P(B)-P(A|B)+P(B)-P(A| B) (enligt lagen om total sannolikhet)

P(A4|B)- P(B)

= — — (”Bayes teorem”).
P(A|B)-P(B)+P(A|B)-P(B)

. P(B| 4)

Exempel 2.3

Anta att sannolikheten att Ericssons B-aktie har gatt upp pa borsen under en viss dag dr 0,55. Anta
vidare att sannolikheten att Yngves aktieradgivning har gett ett koptips pa aktien samma dag som
aktien gatt upp dr 0,4. Vad dr sannolikheten att aktien gatt upp och att Yngves aktieradgiving under
samma dag inte gett aktien ett koptips?

Lésning
Eftersom P(A) = P(ANB)+P(ANB) si giller att P(ANB)=P(4)—P(ANB). Lat A vara

hiandelsen “aktien gar upp” och B vara hindelsen “koptips gavs”. Vi har da sannolikheten
P(ANB)=P(4)—P(AnB)=0,55-0,4=0,15 .
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Exempel 2.4

Yngve raknar med att Ericssons B-aktie har sannolikheten 0,8 att ga upp under nésta manad om man
presenterar en mobiltelefon baserad pa ny teknik. Om man inte presenterar ndgon sadan telefon tror
Yngve att sannolikheten att aktien gér upp &r 0,4. Enligt Yngves sékra kéllor &r sannolikheten att en
tekniskt sett ny telefon presenteras under kommande ar 0,25. Vad dr sannolikheten att aktien gar upp?

Lésning

Lat 4 vara hindelsen “aktien gar upp” och B vara hindelsen “telefon presenteras”. Vi har da
P(A)=P(B)-P(A|B)+P(B)-P(4|B)=0,25-0,8+(1-0,25)-0,4=0,5 .

Exempel 2.5

Att en aktie gar upp kraftigt pa borsen ar séllsynt — sannolikheten for det dr bara 0,3%. Yngve har
darfor utvecklat en prognosmodell for aktievardering for att kunna hitta de kraftiga uppgéngarna pa
borsen. Nér en aktie kommer att ga upp kraftigt forutspar Yngves prognosmodell det helt korrekt
med 90% sannolikhet. Modellen &r dock inte perfekt - nir den tillimpas pé en aktie som inte kommer
att gd upp kraftigt s& visar den d&ndd med 5% sannolikhet att aktien kommer att g upp kraftigt. Hur
sannolikt dr det att en aktie gér upp kraftigt om Yngves prognosmodell indikerar det?

Losning

Lat B vara héndelsen “aktien gér upp” och A vara héndelsen “modellen indikerar uppgéng”. Vi har
dé sannolikheten

P(A|B)-P(B)+ P(A| B)-P(B)

~ 0,9-0,003
0,9-0,003 +0,05-(1-0,003)

=0,051

vilket innebér att Yngves modell faktiskt har fel ungefir 19 ganger av 20 nér den indikerar kraftig
uppgang.

2.6 Permutationer

Ett sétt pa vilket ett visst antal element kan véljas ut i en viss ordning fran en viss méngd element
kallas for en permutation. Antalet olika permutationer som kan astadkommas nir » element ska véljas
frén en médngd bestdende av n element betecknas #Pr och berdknas med formeln

dirn!'=1-2-3-...-n.
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Exempel 2.6

Per ska lackera sina tre bilar, en Opel, en Volvo och en Saab, i tre olika férger. Han kan vélja mellan
svart, bla, rod, vit, gul, gron och silvermetallic. Hur sannolikt dr det att Opeln blir r6d, Volvon svart
och Saaben gron om Per viljer farger helt slumpmaéssigt?

Losning

Eftersom det spelar roll vilken bil som far vilken firg ror det sig om permutationer. Per kan lackera

sina bilar pa 71

T-3)1

olika sitt. Eftersom alla utfallen &r lika sannolika 4dr den sdkta sannolikheten 1 /210 = 0,00476.
2.7 Kombinationer

Om ordningen de utvalda elementen emellan saknar betydelse sa kallas den utvalda mangden f6r en
kombination. Antalet kombinationer som kan dstadkommas nér » element ska viljas fran en mangd

bestaende av 7 element betecknas #Creller | (vilket utldses n 6ver r’) och berdknas med formeln
r

ny_ n!
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Exempel 2.7

I spelet Lotto dras 7 nummer av 35. Hur stor dr sannolikheten att fa 7 rdtt pa Lotto om man spelar en
enkelrad bestdende av 7 nummer?

Lésning

Eftersom det inte spelar nagon roll i vilken ordning numren dras ror det sig om kombinationer.
Det finns

35 35!
= = 6724520
( 7 j 71(35-7)!

sddana kombinationer. Sannolikheten att en spelad enkelrad pd Lotto ger 7 ritt &r alltsa
1 /6724520 = 0,000000148.
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3. Diskreta fordelningar

3.1 Inledning

Som framgick av kapitel 1 s kallar vi en variabel som far sitt virde via en slumpmassig process for
slumpvariabel. En slumpvariabel kan vara diskret eller kontinuerlig. En diskret slumpvariabel kan
bara anta vissa virden — oftast heltalsvirden — medan en kontinuerlig slumpvariabel kan anta vilket
virde som helst inom ett visst intervall. En kontinuerlig slumpvariabel har alltsa, till skillnad fran en
diskret, ett odndligt antal mojliga utfall. I detta kapitel ska vi titta pa diskreta slumpvariabler.

Fordelningen, eller fordelningsfunktionen, for en diskret slumpvariabel X visar sannolikheten
att den far det specifika vérdet x, d.v.s. P(X = x) , for varje mojligt virde pa x. Den kumulativa
fordelningsfunktionen for en diskret slumpvariabel X betecknas med F(x) och visar sannolikheten att
den far hogst det specifika vérdet x, d.v.s. F(x)= P(X < x) , for varje mojligt virde pa x. Observera
att det giller att

F(x)zP(XSx):iP(X:x)

i=0

ndr X bara kan anta icke-negativa heltalsviarden. Observera ocksa att det enligt lagen om total
sannolikhet géller att

> P(X=x)=1

Allax

3.2 Vantevarde och varians for en diskret slumpvariabel

Det forvantade vérdet, eller vintevdrdet, for en diskret slumpvariabel X betecknas med E(X) och
utgors allmént av dess sanna vigda medelvirde dér de enskilda utfallens sannolikheter anvénds som
vikter. Det giller alltsé att

p=EX)=) x-P(X =x)

Allax

Variansen for en diskret slumpvariabel X, betecknad med V(X), dr dess genomsnittliga kvadrerade
avvikelse fran medelvérdet. Vi har alltsa

o* =V(X)= Y (x—p)* - P(X =x)

Allax

En ekvivalent, men ibland berdkningsmaéssigt enklare formel for denna varians, ar

V(X)=E(X*)~(E(X))
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Standardavvikelsen for en diskret slumpvariabel X, betecknad med S(X) , &r roten ur dess varians,
d.vs.

og=8SX)=V(X)
Exempel 3.1

Specificera fordelningsfunktionen for antalet sexor som kommer upp nir man kastar tva tarningar?
Vad dr medelvérdet och variansen?

Lésning
o . . 11 1
Lat X vara antalet sexor som kommer upp. Vi har da P(X=2) 5% 36 0,0278
55 25 . . o
och P(X =0)= 56 36 0,6944 . Enligt lagen om total sannolikhet &r séledes
P(X =1)=1-(0,6944 +0,0278) = 0,2778 . Vi har alltsé fordelningsfunktionen:
Antal sexor Sannolikhet
0 0,6944
1 0,2778
2 0,0278
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Fordelningsfunktionen kan beskrivas med ett stolpdiagram som i figur 3.1. Notera sdrskilt att summan
av stolparnas hojder — enligt lagen om total sannolikhet — blir 1.

Figur 3.1
Stolpdiagram med sannolikhetsférdelning

0,8

0,6 —

0,5 —

Frekvens 94

0,3 —
0,2 —

0,1 —

Medelvirdet for antalet sexor som kommer upp blir
E(X)=0-0,6944+1-0,2778+2-0,0278 = 0,3333
med variansen

V(X)=(0-0,3333)"-0,6944 + (1—0,3333)* -0,2778 + (2—0,3333)* -0,0278 = 0,2778

3.3 Binomialférdelningen

I exempel 3.1 kunde vi faktiskt ha berdknat vintevirdet och variansen for slumpvariabeln X pa
ett enklare sitt, eftersom X dér uppfyllde vissa villkor. Nar ett skeende utfaller antingen “’positivt”
eller “negativt” med kénd och konstant sannolikhet, och X dr en slumpvariabel som réknar antalet
positiva utfall i ett antal pa varandra oberoende upprepningar av skeendet, dd kommer X att f6lja
binomialfordelningen. Sannolikheten dr alltid 1 / 6 for att en tdrning ska visa en sexa, och vi ldt i
exempel 3.1 X symbolisera antalet sexor efter tva av varandra oberoende tidrningskast. X var alltsa en
binomialférdelad slumpvariabel.

Vi betecknar med X~B(n, p) att X dr en binomialfordelad slumpvariabel som riknar antalet positiva

utfall efter n oberoende forsok dar sannolikheten for positivt utfall i varje enskilt forsok ar p. I
exempel 3.1 hade vi alltsa X~B(2, 0,1667). For X~B(n, p) géller medelvirdet

E(X)=n-p
och variansen

V(X)=n-p(-p)

Studentia.se freE-Learning www.studentia.se
25



Lar 1att! Statistik - Kompendium Diskreta fordelningar

Vidare kan P(X = x) nir X~B(n, p) berdknas som

n
P(X =x)= Up*(l -p)

Exempel 3.2
Verifiera P(X = 1) samt E(X) och V(X) i exempel 3.1 med hjélp av binomialfordelningsformlerna.

Losning

|
P(X=1)= 2 0,1667'(1-0,1667)*" =0,2778
12-1)!

E(X)=2-0,1667 = 0,3333
V(X)=2-0,1667(1-0,1667) = 0,2778

3.4 Poissonférdelningen

Om X~B(n, p) nér p 4r mycket litet och » d&r mycket stort s& kan talen blir sa stora att minirdknare, eller
t.o.m. datorer, inte klarar av dem. Anta t.ex. att vi har » = 100 000 och p = 0,00004. Fakulteten 100
000! blir ett alltfor stort tal for att kunna berédknas med normala hjdlpmedel, sa vi kan inte anvénda
den vanliga binomialfordelningsformeln for att berdkna P(X = x) . Daremot kan vi létt berdkna det
forvéintade vérdet av den binomialfordelade variabeln som E(X) = n - p = 100000 - 0,00004 = 4.

Det finns emellertid en 16sning pa problemet. Néar X~B(n, p), n ér stor och p ér liten, men E(X) =n - p
ar ”lagom stor”, kommer slumpvariabeln X att approximativt folja den s.k. poissonfordelningen.
Tumregelmissigt, om n > 10, p < 0,1 och 0,01 < E(X) < 50, sa kan binomialférdelningsformeln
approximeras med

—u x

U
x!

e

n
P(X =x) = (Xj pra-p)" =

diar u = E(X)=n-p och e =2,718281828... (se minirdknaren). Generellt giller att en slumpvariabel
X kommer att f6lja poissonfordelningen om X symboliserar det antal génger ett visst fenomen
upptriader under ett avgrinsat intervall i tiden eller rummet, och om sannolikheten f6r att fenomenet
ska upptrdda &r densamma for alla intervaller av samma storlek och oberoende mellan fenomenets
forekomster i olika intervaller rader. Variansen for en poissonfordelad variabel kommer att vara lika
med vintevirdet, vilket enklast forklaras av att nér p &r mycket litet s& &r (1— p) mycket néra 1, varvid
V(X) =n-p(1- p) reduceras till V(X)=n"p = u . En poissonfoérdelad slumpvariabel har alltsa bara en
parameter, u. Att X dr en poissonfordelad slumpvariabel med parametern u betecknas X~Po(u).
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Exempel 3.3

En viss process i en dator som kors en gang per sekund dygnet runt astadkommer att datorn havererar
med sannolikheten 1 pa en miljon. Hur sannolikt &r det att datorn havererar exakt en gdng per manad
(30 dagar)?

Losning

Pé en méanad kors processen n =60 - 60 - 24 - 30 = 2592000 ganger. Varje gang dr sannolikheten for
haveri p = 0,000001. Det genomsnittliga antalet haverier per manad ar alltsé x = 2592000 - 0,000001
=2,592. Om vi later X beteckna antalet haverier per manad sé vet vi att X~Po(2,592). Vi kan nu
berikna den sokta sannolikheten

—2,592‘ 1
p(le):ﬂ:oJ%
1!
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3.5 Hypergeometriska fordelningen

Binomialférdelningen forutsatte att samma sannolikhet p gillde for positivt utfall i vart och ett av
de n skeendena. Nir n element tas fran en mingd som totalt innehaller N element, och ddr man pa
forhand vet att R element dr positiva” och séledes att N— R dr “negativa”, sa kommer sannolikheten
for positivt utfall for det enskilda elementet att variera beroende pa vilka element som redan tagits.
En slumpvariabel X som raknar antalet positiva utfall kommer da inte att f61ja binomialfordelningen.
Istdllet kommer X att f6lja den hypergeometriska fordelningen, betecknat med X~HG(n, R, N). For
denna variabel giller vintevirdet

EX)=n-p
och variansen

V(X)=n-p(-p)N-n)/(N-1)

dir p =R/ N. For X~HG(n, R, N) beriknas P(X = x) med hjélp av formeln

)

Vad dr medelvérdet och variansen for antalet ess pa given i vanlig morkpoker? Hur stor dr sannolikheten
att du fér triss i ess pa given?

Exempel 3.4
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3.6 Geometriska férdelningen

Om vi har ett skeende med den konstanta sannolikheten p for positivt utfall, och slumpvariabeln
X istillet rdknar antalet gdnger skeendet maste upprepas for att man ska fa ett positivt utfall, da
kommer X att folja den geometriska fordelningen. Detta betecknas med X~G(p). For X~G(p) giller
véntevardet

EX)=1/p
och variansen
VXx)=(1-p)/p’

For X~G(p) berdknas P(X = x) med hjilp av formeln

P(X =x)=p(1-p)"

Exempel 3.5

Yngve gér en kurs i statistik. Han vet att han har 75% chans att klara tentan pa kursen. Vad &r
viantevirdet och variansen for det antal ganger Yngve kommer att behova skriva tentan. Hur sannolikt
ar det att han kommer att behova skriva tentan exakt tre gdnger?

Losning

Lat X vara det antal ganger Yngve behover skriva tentan tills han klarar den. Vi har d& X~G(0,75)
och kan berikna

E(X)=1/0,75=1,3333
V(X)=(1-0,75)/0,75" = 0,4444

P(X =3)=0,75(1-0,75)>" =0,0469

3.7 Negativa binomialférdelningen

I geometriska fordelningen riknas antalet ganger ett skeende med den konstanta sannolikheten p
for positivt utfall méste upprepas till dess att ett positivt utfall erhélls. Ibland dr man emellertid
intresserad av att fortsdtta tills man har erhallit tva eller fler positiva utfall. Om slumpvariabeln X
istéllet rdknar antalet ganger skeendet méste upprepas for att man ska fa s positiva utfall, dd kommer
X att folja den negativa binomialférdelningen. Detta betecknas med X~NB(s, p). For X~NB(s, p)
géller véintevirdet
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EX)=s/p
och variansen

V(X)=s(1-p)/p’

For X~NB(s, p) beriknas P (X = x) med hjilp av formeln

o (x-1
PX=x)=p" -(1-p)" -[S_J

Exempel 3.6

Sannolikheten for att Yngve ska gora mal nir han skjuter en straffspark ar 0,6. Hur manga straffsparkar
maste han i genomsnitt skjuta for att han ska komma upp i 3 mal? Vad dr variansen? Hur sannolikt dr
det att han maste skjuta exakt 7 straffar for att gora 3 mal?

Losning

Lat X vara det antal straffar Yngve behover skjuta tills han gjort 3 mal. Vi har da X~NB(3, 0,6) och
kan berékna

E(X)=3/0,6=5
V(X)=3(1-0,6)/0,6> =3,3333

6!

P(X =7)=0,6"-(1-0,6)"" '[m

J =0,0829

3.8 Additions- och multiplikationsformler

Om c &r en konstant och X och Y dr slumpvariabler sa géller sambanden

E(X+N=EXN+E®D)

E(c-X)=c- EX)
Vic-X)=cV(X)
Vie+X) =V X

Om X och Y dessutom &r oberoende sa giller sambanden
EX-N=EX) - EXY)
VX+DN=V@X+r®@)
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Det sista sambandet dr mycket anvindbart. I ord sdger det alltsa att variansen for summan av tva
slumpvariabler dr lika med summan av slumpvariablernas varianser. Man séager dérvid att varianser
ar additiva.

Exempel 3.7

Yngve och hans bror Steve arbetar som bilforsiljare pa olika bilfirmor. Medelvérdet fér Yngves
forsdljning dr 1,2 bilar per dag med standardavvikelsen 0,3 bilar. Steve séljer 1,6 bilar med
standardavvikelsen 0,8 bilar. Vad dr medelvérdet och standardavvikelsen for brédernas sammanlagda
dagliga bilforséljning?

Losning

Lat X vara Yngves och Y Steves dagliga bilforséljning. For deras sammanlagda dagliga prestation
har vi d& medelvirdet

E(X+Y)=EX)+EY)=1,2+1,6=2,8
och variansen
VX+Y)=V(X)+V()=0,3"+0,8 =0,7300
och saledes standardavvikelsen \/m =0,8544 . Observera att standardavvikelser inte &r

additiva, d.v.s. 0,3+0,8 = 0,8544 . Man maste alltid ga vigen 6ver varianserna for att kunna utnyttja
additiviteten.
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4. Kontinuerliga fordelningar

4.1 Inledning

I det hir kapitlet ska vi studera kontinuerliga slumpvariabler. En kontinuerlig variabel far sitt virde
som resultat av en métning som i princip kan goéras med hur stor noggrannhet som helst. Darfor gar
det inte att specificera ett utfallsrum i termer av ett antal specifika utfall p4 samma sétt som for en
diskret variabel. Utfallsrummet for en kontinuerlig variabel maste istéllet uttryckas som det intervall
inom vilket variabelns virde kan hamna.

Fordelningen for en kontinuerlig slumpvariabel X askadliggors ofta med dess sannolikhetskurva
f(x), som ibland dven kallas tdthetsfunktion. For f(x) géller foljande:

1. °]. f(x)dx =1

2. ;(X <a)= ].f(x)dx

3. Pla< X < b_)wz []f(x)dx .
Uttryckt i ord sa innebér det fgljande:

1. Den totala ytan under en sannolikhetskurva &r alltid lika med 1 eftersom kurvan &r den
kontinuerliga motsvarigheten till det diskreta stolpdiagrammet med relativa frekvenser
dér stolparnas hojder kan summeras till 1. Tankeméssigt kan man saledes tdnka sig en
sannolikhetskurva som ett stolpdiagram med ett oéndligt antal stolpar dér varje stolpe
ar odndligt smal.

2. Sannolikheten att en kontinuerlig slumpvariabel X far ett virde ldagre dn ett specifikt
viarde a motsvaras av ytan under sannolikhetskurvan fran ldgsta méjliga virde pa x upp
till och med a.

3. Sannolikheten att en kontinuerlig slumpvariabel X far ett virde hogre 4n @ men légre dn
ett annat specifikt virde » motsvaras av ytan under sannolikhetskurvan mellan a och b.

4.2 Exponentialférdelningen

I foregaende kapitel sadg vi hur den geometriska fordelningen kunde anvéndas for att rikna pa vilket
genomsnittligt antal génger ett visst skeende maste upprepas for att skeendet ska resultera i ett
positivt utfall nar sannolikheten f6r positivt utfall i varje enskilt skeende p dr kédnd. Den kontinuerliga
motsvarigheten till detta problem é&r att rdkna pa den forvéntade aterstdende tiden till en viss héndelse
som intrédffar slumpmassigt i tiden dér héandelsens genomsnittliga intensitet ar kénd.

Om vi later slumpvariabeln X symbolisera den aterstdende tiden mitt i ndgon tidsenhet till en
héndelse som i1 medeltal intréffar med medelvérdet u ganger per tidsenhet sd& kommer X att folja
exponentialfordelningen, vilket vi betecknar med X~EXP(u).
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For X~EXP(u) sa giller medelvirdet

E(X)=1/u

och variansen

VX)=1/u’

Vidare kan P (X > x) nidr X~EXP(u) beriknas som

P(X >x)= el

Exponentialférdelningens sannolikhetskurva framgar av figur 4.1.
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Figur 4.1
Exponentialférdelningens sannolikhetskurva
f(x)
X
Exempel 4.1

Anta att en viss maskin har en sa hog driftssédkerhet att den endast méste repareras i genomsnitt 0,5
ganger per ar. Hur sannolikt dr det da att den aterstaende tiden till reparation vid ett visst tillfille
kommer att vara ldangre &n 1,5 ar?

Lésning

Vi later slumpvariabeln X symbolisera tiden mellan varje reparation. Vi har da £(X) =1/0,5=2, och
saledes X~EXP(0,5). Vi kan nu berdkna den sokta sannolikheten som

P(X >1,5=e"" =0,4723

4.3 Normalférdelningen

Om en slumpvariabel X definieras som summan av » slumpvariabler med en viss godtycklig
fordelning samt medelvirdet 4 och standardavvikelsen o sa kommer X att folja normalfordelningen
med medelvirdet u - n och standardavvikelsen o-~/n om det ir s4 att  ér stort. Detta faktum kallas
centrala grinsvérdessatsen (CGS) och dr med stor sidkerhet den viktigaste statistiska lag du ndgonsin
kommer att stdta pa. Oavsett vilken slags fordelning de enskilda slumpvariablerna i summan kommer
fran s& kommer deras summa alltsa alltid att vara en slumpvariabel som &r fordelad pa samma sitt om
antalet enskilda slumpvariabler ar stort. Normalfordelningen dr kontinuerlig och sannolikhetskurvan
for en normalfordelad slumpvariabel dr ”symmetriskt klockformad”, vilket framgér av figur 4.2.
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Figur 4.2
Normalférdelningens sannolikhetskurva

f(x)

7 N

X

Vad menar vi dé med att » ska vara stort? Jo, ju mer ~olik” de enskilda slumpvariablernas fordelning
ar en normalfordelning, desto stérre maste # vara for att deras summa ska vara en normalfordelad
slumpvariabel. Om den ursprungliga fordelningen é&r relativt lik en normalférdelning récker det
normalt att » > 5. Om man inte kénner till vilken den ursprungliga férdelningen ér, eller har anledning
att anta att den dr mycket sned eller pa annat sitt dr olik en normalfordelning, sa krivs att n dr
betydligt stérre. En vanlig tumregel &r att summan av 30 eller fler slumpvariabler fran en och samma
fordelning alltid kan antas vara en normalférdelad slumpvariabel.

Att CGS ir viktig kommer att framga tydligt langre fram nér vi tittar p4 hur man kan analysera
stickprovsmedelvirden. Eftersom téljaren i ett stickprovsmedelvérde &r just en variabelsumma dér
de enskilda variabelvirdena kommer fran samma fordelning sa kan ett stickprovsmedelvirde ofta
antas vara just en normalfordelad slumpvariabel oavsett vilken typ av fordelning den population
som stickprovet dr hamtat fran kénnetecknas av. Nar man kan anta att en viss slumpvariabel &r
normalf6rdelad underldttas ndmligen analysen av variabeln avsevirt, vilket vi kommer att se i detta
avsnitt.

Det ar dock inte alls bara teoretiska variabelsummor som &r normalférdelade. Manga olika slag av
slumpvariabler "ute i verkligheten” f6ljer approximativt (ungefarligen) normalfordelning. Generellt
géller att om virdet pd en slumpvariabel paverkas av manga oberoende faktorer, dér ingen enskild
faktor har stor inverkan i forhéllande till ndgon annan pa slumpvariabelns virde, da kommer
slumpvariabeln att vara approximativt normalférdelad.

Att X dr en normalfordelad slumpvariabel med medelvérdet u och standardavvikelsen ¢ betecknar vi
med X~N(u, o). Teoretiskt sett finns alltsd ett odndligt antal normalfordelningar — en for varje
kombination av vdrden pd u och o. Detta illustreras i figurerna 4.3 och 4.4. I figur 4.3 finns
sannolikhetskurvorna for tre normalfordelningar med gy = 0 men olika o. 1 figur 4.4 finns
sannolikhetskurvorna for tva normalférdelningar med samma ¢ men med u = -1 respektive u = 1.
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Figur 4.3
Tre normalférdelningar med samma medelvarde men med
olika standardavvikelser.
f(x)
X
Figur 4.4

Tre normalférdelningar med olika medelvarden men med
samma standardavvikelser.

f(x) o

-3,5 -2,5 -1,5 -0,5 0,5 1,5 2,5 3,5

4.4 Standardnormalférdelningen

Den enskilt viktigaste normalférdelningen ér standardnormalfordelningen som har medelvérdet 0 och
standardavvikelsen 1. Den #r standard satillvida att den enkelt kan anvidndas for att analysera varje
annan normalfordelad slumpvariabel, vilket vi kommer att titta pa i de tvé néstfoljande avsnitten.
Den standardnormalfordelade slumpvariabeln &r sa viktig att den har ett eget "namn”, ndmligen Z.
Vi definierar alltsa Z~N(0, 1). Med hjélp av tabell Al i appendix kan man enkelt utldsa ytan under
standardnormalfordelningens sannolikhetskurva for Z > z f6r z > 0. Denna yta &r dd samma sak som
P(Z>z).
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Observera att det géller att

P(Z<—-a)=P(Z>a)=1-P(Z<a)

och att

Pla<Z<b)y=1-P(Z<a)—P(Z >b)

for godtyckliga védrden pé a och b.

Exempel 4.2
Tamed hjélp av tabell Al fram sannolikheterna P(Z >0,4) , P(Z >-1,63) och P(0,38<Z <1,12) .
Lésning

P(Z > 0,4) =0,3446

P(Z>-1,63)=1-P(Z >1,63) =1-0,0516 = 0,9484

P(0,38<Z <1,12)=1-P(Z <0,38)— P(Z >1,12) =1-(1- P(Z > 0,38))— P(Z > 1,12) =

=1-(1-0,3520)-0,1314 =0,2206
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4.5 Transformering till standardnormalférdelning

Det finns ett odndligt antal normalférdelade slumpvariabler, men varje slumpvariabel X~N( ¢, o) kan
transformeras till Z~N(0, 1) vilket ger oss mojlighet att analysera X med hjélp av tabell Al. Denna
transformering gors pa foljande sétt:

Exempel 4.3
Anta att X~N(42, 5). Anvind transformering till Z for att finna P(X > 50).

Lésning

P(X>50):P(u> 50_”}:}{2 > 50;42):19(2 >1,6)=0,0548
g g

4.6 Transformering fran standardnormalférdelning

I féregaende avsnitt transformerade vi en godtycklig normalférdelad slumpvariabel X till Z sa att
tabell Al skulle kunna anvindas for att f4 fram en sannolikhet. Men transformering kan ocksa
goras at andra hallet. Genom att arrangera om uttrycket for transformation frén X till Z ovan sa
far vi namligen

X=u+7Zo

Séaledes kan vi transformera ett specifikt varde pa z fran tabell A1 till ett specifikt vdarde pa x for varje
X~N( u , o) med hjilp av sambandet

X=u+z-o
Exempel 4.4
Anta att X~N(42, 5). Vilket virde pa x innebdr att P(X > x) = 0,33?
Lésning
Fran tabell A1 utldser vi att P(X > x) = 0,33 géller for z = 0,44. Vi far da

X=p+z-0=42+0,44-5=44,2

Alltsa giller det att P(X > 44,2) = 0,33.
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4.7 Normalférdelningsapproximation av binomialférdelningen

Som visagiforegaende kapitel om diskreta fordelningar sa dr binomialférdelningen svarhanterlig nér »
ar stor. Om det samtidigt géller att n dr stor och p dr liten sd kunde vi approximera binomialférdelningen
med en poissonfordelning. Om # &r stor och p inte dr mycket liten (eller mycket stor) s& kan vi
istédllet utnyttja det faktum att binomialférdelningen nérmar sig normalfordelningen nér # blir storre.
Niér 7 ér stort kan vi darfor anvénda approximationen

X~B(n, p) = X~N (n- p,\Jn- p(1-p) )
En vanlig tumregel 4r att denna approximation far anvindas om det samtidigt giller attn - p > 5
och n(1 — p) > 5. Eftersom normalférdelningen ar kontinuerlig och binomialférdelningen dr diskret
maste man dock gora en s.k. kontinuitetskorrigering, vilket innebér att man later varje diskret vérde
motsvaras av ett kontinuerligt intervall +0,5 kring det diskreta virdet.
Exempel 4.5
Yngve kastar en tarning 1200 ganger. Vad dr sannolikheten att han far minst 220 sexor?

Losning

Sannolikheten for en sexa i ett enskilt kast dr 1 /6=0,1667. Om vi later X beteckna antalet sexor sa vet
vi att X~B(1200, 0,1667). Tumregelmassigt far vi approximera X med normalférdelning eftersom

n-p=1200-0,1667=200>5
och
n(1- p)=1200(1-0,1667) =1000 > 5

Vi kan alltsé anvidnda approximationen

X~B(1200, 0,1667) = X~N(200, 12,91) eftersom /1200 -0,1667 - 0,8333 =12,91

P(X>220) maste dock kontinuitetskorrigeras till P(X>219,5) niar normalfordelningen ska anvindas.
Vi far da sannolikheten

75 219,5-200

P(X >219,5)=P
12,91

J: P(Z >1,51) = 0,0655
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4.8 Normalférdelningsapproximation av poissonférdelningen

Aven poissonfordelningen kan ofta approximeras med normalfordelningen, vilket gor att man
kan undvika besvirliga berdkningar med poissonformeln. En tumregel for att fa anvinda denna
approximation &r att poissonfordelningens véntevirde ska vara minst 10, men approximationen bli
bittre ju storre véantevérdet dr. Approximationen blir da

X~Po(u) = X~N(pi[ 1)
Kontinuitetskorrigering maste dock goras eftersom poissonférdelningen &r diskret.
Exempel 4.6

Yngve moter i genomsnitt 18 ménniskor pa sin dagliga morgonpromenad. Vad &r sannolikheten att
han méter minst 25 minniskor en viss morgon?

Losning

Om vi later slumpvariabeln X beteckna antalet moéten sd kommer X~Po(18). Eftersom 18 &r storre
dn 10 kan vi approximera X med normalférdelningen sé att X~N (1 8,4/18 ) . Vi kontinuitetskorrigerar
och kan sedan berdkna

24,5-18

V18

P(X >24,5) = P(Z > j = P(Z >1,53) = 0,0630
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4.9 Fordelningen for ett stickprovsmedelvarde

Ett stickprovsmedelvirde X kan ses som en slumpvariabel, eftersom upprepad stickprovstagning
kommer att resultera i olika faktiska viarden pa x vid olika tillfdllen p.g.a. att slumpen styr vilka
element som hamnar i stickprovet. Om ett slumpmaissigt stickprov om totalt # observationer tas fran
en population med medelvirdet u och standardavvikelsen ¢ s& kommer stickprovsmedelvirdet X
enligt CGS att vara en normalférdelad slumpvariabel med medelvirdet u# och standardavvikelsen
o -~n omn dr stort. Om » r litet men ursprungspopulationen dr ndgorlunda lik en normalférdelning
sa kommer ocksé stickprovsmedelvirdet att vara en normalfordelad slumpvariabel med medelvardet
u och standardavvikelsen ¢ -+/n . Storheten ¢-+/n kallas i stickprovsanalys ofta fér “medelfelet”
for att inte forviaxlas med ursprungspopulationens standardavvikelse o.

Nir stickprovsmedelvirdet X dr en normalfordelad slumpvariabel si kan den naturligtvis
transformeras till Z, d.v.s.
_X-u

o /n

Observera att man dividerar med medelfelet o -/n , eftersom det ir det som dr standardavvikelsen
for slumpvariabeln X .

Z

I praktiken ndr man arbetar med stickprov s& kdnner man néstan aldrig till ursprungspopulationens
sanna standardavvikelse o, vilket innebér att man inte kan gora Z-transformationen ovan, men om
man vet att populationen &r approximativt normalférdelad kan man istéllet berdkna stickprovets
standardavvikelse och anvinda den istillet for ¢ 1 transformationen. Resultatet blir en slumpvariabel
som kommer att f6lja den s.k. ¢-fordelningen. Slumpvariabeln ¢, definierad som

_X-u

_s/\/;

t

kommer alltsa att vara en 7-fordelad slumpvariabel med n — 1 frihetsgrader (df). For slumpvariabeln
t géiller vantevérdet

E(H=0
for df> 1 och variansen
V(t) = _Jg
fg-2

for df > 2. Sannolikhetskurvan for z-fordelningen blir mer och mer lik sannolikhetskurvan for
Z-fordelningen ju storre df dr, vilket framgar av tabell A2 dir védrden pa ¢ for olika antal frihetsgrader
och olika aterstdende andelar av ytan under kurvan i hogra svansen askadliggors.
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Exempel 4.7

Anta att ett stickprov med » = 12 som tas fran en normalférdelad population med okdnd o har 4 = 35.
Om s =9, vad dr sannolikheten att stickprovet visar x > 45.

Lésning

Vi kan berikna

X _45-35

= = =3,85
s/Nn 9/412

med 12 — 1 =11 df. 1 tabell A2 ser vi att det for df = 11 giller att P(¢ > 3,1058) = 0,005. Eftersom
3,85 > 3,1085 sa dr sannolikheten alltsi mindre dn 0,005 att ett stickprov under de aktuella
omstindigheterna kommer att visa x > 45.
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5. Konfidensintervall

5.1 Inledning

Statistikdimnets grundpelarekanséigasvaraskattningavdetsannavirdetférndgonpopulationsparameter,
t.ex. ett medelvirde, med hjilp av slumpmaéssiga stickprov fran populationen. (Stickprov antas i denna
bok alltid vara slumpméssiga om inget annat ségs.) En punktskattming innebdr just att skatta virdet pa
en sann populationsparameter med motsvarande parametervirde for ett stickprov fran populationen.
Om vérdet pa den aktuella parametern i stickprovet i genomsnitt kan forvéntas vara lika med den
sanna populationsparameterns virde sa sidgs stickprovsparameterns virde vara vdntevdrdesriktigt.
Om det finns nagot som astadkommer en systematisk avvikelse for stickprovsparameterns virde i
forhallande till populationsparameterns sanna virde sa dr den alltsa inte vantevardesriktig.

Problemet 4r att dven ett vintevirdesriktigt stickprovsvirde normalt dr en slumpvariabel, vilket
innebdr att det varde man far med hjélp av stickprovet normalt kommer att avvika i lagre eller hogre
grad frén populationens sanna véirde. For att fa en bild av hur oséker en punktskattning faktiskt r i en
viss situation kompletteras den ofta med ett intervall kring det punktskattade virdet inom vilket den
sanna populationsparametern ligger med en viss sannolikhet (konfidens). Ett sddant intervall kallas
konfidensintervall, och skattning av en sann populationsparameter med hjélp av ett konfidensintervall
brukar kallas intervallskattning. Begreppet konfidens innebér alltsa ”sannolikheten att man har ratt”
ndr man t.ex. skattar en populationsparameter med hjdlp av ett intervall. Ett begrepp som &ar nira
relaterat till konfidens dr signifikans, vilket helt enkelt &r komplementet till konfidens, séledes alltsa
”sannolikheten att man har fel”. Signifikans &r ett mycket viktigt begrepp i den statistiska inferensen,
och vi kommer att anvinda det flitigt ldngre fram i denna bok. Signifikansniva brukar generellt
betecknas med a (uttalas ”alfa”). Konfidensnivén i en viss situation ir saledes 1 — a.

I detta kapitel ska vi nu titta ndrmare pa teorin bakom konfidensintervall och pa hur nagra olika slag
av konfidensintervall konstrueras.

5.2 Konfidensintervall fér populationsmedelvarde nar o ar kand

Om ett stickprov med storleken » tas frdn en population med standardavvikelsen ¢ s& kommer
stickprovsmedelvérdet att vara en normalfordelad slumpvariabel med standardavvikelsen (medelfelet)
o/~/n om populationen kan antas vara approximativt normalférdelad eller om stickprovsstorleken
n ar stor. Hur utnyttjar vi den kunskapen for att konstruera ett konfidensintervall kring stickprovets
medelvirde med t.ex. 95% konfidens?

Av tabell Al kan vi utldsa att P(Z > z) = 0,025 for z = 1,96. Det innebér att sannolikheten att en
normalfordelad slumpvariabel far ett virde som ligger mer 4n 1,96 standardavvikelser ovanfor
medelviardet dr 2,5%. Eftersom normalférdelningen dr symmetrisk ryms dérfor tydligen 95%
av utfallsrummet fér en normalfordelad slumpvariabel inom ett intervall motsvarande 1,96
standardavvikelser &t respektive héll frin medelvirdet. Om X kan antas vara en normalfordelad
slumpvariabel sa kommer 95% av alla virden pa X som dr mojliga att fa alltsa att ligga i intervallet
#+1,96-0//n . Med andra ord — sannolikheten att det stickprovsmedelvirde x vi far for ett visst
stickprov kommer med 95% sannolikhet att ligga i intervallet #+1,96-0/ Jn . Om ¥med 95%
sannolikhet finns i intervallet 4 +1,96-0/~/n s ligger x alltsd mindre dn 4 +£1,96-0/ Jn 4t endera
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hallet fran u, och i s& fall kommer u att tickas in av intervallet ¥ +1,96-¢ /+/n med just 95%
sannolikhet. Intervallet ¥ +1,96-¢ /~/n ir allts ett 95% konfidensintervall for u, eftersom p med
95% sannolikhet kommer att finnas i detta intervall.

Vill man konstruera intervallet med en annan konfidensniva véljer man helt enkelt ett annat z-virde
fran tabell Al.

Generellt nir X dr normalférdelad och o #r kiind s beriiknas ett konfidensintervall for 4 med
konfidensnivan 1 —a som

)Tizw/z -o‘/\/;

dérz ,, dr det z-vérde fran tabell Al for vilkket P(Z>z ,)=a/2.

2

Exempel 5.1

Ett stickprov med » = 18 fran en approximativt normalférdelad population med ¢ = 75 visar att
x =225. Intervallskatta u med 99% konfidens.

Lésning

Vi ska anvinda konfidensnivéan 1 — o = 0,99, vilket innebér att o = 1 — 0,99 = 0,01. Fran tabell A1

farvidaz =z, = 2,58, vilket innebir att konfidensintervallet blir

Xtz,, 0/\n=225£2,58-75//18 =225+ 45,61,

d.v.s. [179,39, 270,61].

5.3 Konfidensintervall fér populationsmedelvarde nar o inte ar kand

I de flesta praktiska situationer dr o okdnd nér u ska skattas for en viss population. Som framgick av
foregdende kapitel kan ¢ da skattas med s om populationen &r approximativt normalfordelad, varvid
t-fordelningen kan anvindas istillet for Z-férdelningen for att analysera situationen. Logiken for
konstruktion av konfidensintervall dr exakt densamma som nér o &dr kidnd — den enda skillnaden é&r att
konstanten z_,, ersitts med motsvarande konstant frén #-fordelningen, d.v.s. 7, med aktuellt antal df,
eftersom medelfelet nu maste skrivas som s/+/n . 1 och med att osikerheten i skattningen ddrmed &r
storre sa blir konfidensintervallet vidare.

Generellt ndr X &r normalfordelad och o dr okédnd s berdknas ett konfidensintervall for 4 med
konfidensnivan 1 — a som

fit“/z-s/x/;

dér ¢, dr det t-vérde frén tabell A2 for vilket P(¢>1¢ ) =o/2meddf=n—1.
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Exempel 5.2

Ett stickprov med » = 18 fran en approximativt normalférdelad population visar att X = 225 och
s="175. Intervallskatta x med 99% konfidens.

Lésning

Vihar df=18 — 1= 17, och vi ska anvdnda konfidensnivan 1 —a = 0,99, vilket innebér att o = 1 — 0,99
=0,01. Frén tabell A2 farvidaz ,, =1 . = 2,8982, vilket innebir att konfidensintervallet blir

0,005

X+1,,-5/n=225+2,8982-75//18 = 225+ 51,23

dv.s. [173,77 , 276,23].

5.4 Konfidensintervall foér populationsproportion

Ofta 4r man intresserad av att kartldgga vilken andel av en population som uppfyller ett visst villkor.
Ett vanligt exempel 4r undersokningar som syftar till att skatta andelen rostberéttigade medborgare
som skulle rosta pa ett visst parti om det vore val idag. Den sanna andelen av en population som
uppfyller ett visst villkor betecknar vi med p, eftersom det &r konceptuellt sett samma sak som
sannolikheten att ett slumpmaéssigt utvalt element fran populationen uppfyller det aktuella villkoret.
Det dr alltsd precis samma p som vi har sett tidigare i binomialfordelningen, och det &r rent
teoretiskt just binomialférdelningen som ska ligga till grund for ett konfidensintervall kring den
stickprovsproportion, d.v.s. andelen element i stickprovet som uppfyller det aktuella villkoret. En
stickprovsproportion betecknar vi med p .
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Problemet &r att binomialférdelningen inte dr symmetrisk, och att det &r komplicerat att berdkna
konfidensintervall baserat pa denna fordelning. Som vi har sett tidigare kan binomialférdelningen
emellertid approximeras med normalférdelningen nér stickprovsstorleken &r stor, vilket
tumregelmaissigt &r fallet nidr n- p > 5 och n(l — p) > 5. Eftersom p 4r okénd sa anvénder vi istéllet
tumregeln att det ska géllaattn- p >5ochn(l—p)>5.

Medelfelet for p blir teoretiskt sett

n-p(l-p)/n=yp(l-p)/n

men vi forlorar en frihetsgrad nér p skattas med p , sd for att skattningen av medelfelet ska bli
vantevirdesriktig maste vi dividera med »n — 1 istéllet for med n, och resultatet blir att vi skattar

medelfelet for p med uttrycket /p(1-p)/(n—-1) .

Ett generellt konfidensintervall for p med konfidensnivan 1 — a kan dérfor berdknas som
pEz,, \p-p)(n-1)

dédr z_, &r det z-virde frén tabell Al for vilket A(Z>z ) =a/2.

/ al2

Exempel 5.3

I en undersokning dédr 240 slumpvis utvalda svenskar deltog visade sig 54 sympatisera med
moderaterna. Ange ett 95% konfidensintervall f6r den sanna andelen moderata sympatisorer i Sverige
vid det aktuella tillfdllet.

Lésning
Vi har punktskattningen p = 54 / 240 = 0,225. Vi ska anvénda konfidensnivan 1 — a = 0,95,

vilket innebdr att o = 1 — 0,95 = 0,05. Fran tabell Al farvidaz =z .= 1,96, vilket innebér att
konfidensintervallet blir

0,025

pEz,,P(=p)(n—1) =0,225+1,96-,/0,225(1—0,225)/(240—1) = 0,225+ 0,053

d.v.s. 0,172, 0,278].

5.5 Konfidensintervall fér andliga populationer

Anta att det stickprov om » element vi har tagit utgor en relativt stor andel av en total &ndlig
population som vi vet uppgar till N element. Jimfort med de tidigare fallen, dir vi implicit har
antagit att populationen dr odndlig (eller i alla fall mycket stor i férhallande till stickprovsstorleken)
sd kommer osdkerheten nu att vara mindre.

Man kan visa att ett korrekt sdtt att hantera denna situation dr att justera den aktuella
stickprovsparameterns medelfel genom att multiplicera det med faktorn /(N —n)/N . Det innebdr
konkret att ett konfidensintervall blir snévare ju stérre andel av den totala populationen som ingar i
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stickprovet. Om hela populationen ingar sa har vi en fotalundersékning, och da blir medelfelet 0 efter
den ndmnda justeringen, vilket &r logiskt eftersom nédgon osédkerhet dé inte finns.

Tumregelmissigt bor man alltid gora denna justering om stickprovsstorleken utgdr mer én 5% av den
totala populationen.

Exempel 5.4

Ett stickprov med » = 12 frén en approximativt normalférdelad population bestdende av 20 element
visar att X och s = 1,5. Intervallskatta 4 med 95% konfidens.

Losning

Vihardf=12—-1=11,och a=1-0,95=0,05. Medelfelet blir efter justering

J(N=n)/N -s/Jn=+/(20-12)/20-1,5/:/12 =0,1732

Frén tabell A2 farvida ¢, =1 .. =2,2010, vilket innebér att konfidensintervallet blir

0,025

7,3£2,2010-0,1732 =7,3+0,3812
d.v.s. [6,9188, 7,6812].

5.6 Att bestamma stickprovsstorlek

Nir X idrnormalfdrdelad och o dr kiind s beriiknas ett konfidensintervall fr 4 som ¥ + 200/ Jn .
Storheten z,,, -0/ Jn kallas vanligen for skattningens felmarginal, eftersom den visar hur stor
punktskattningen avvikelse fran sanna medelvirdet som hogst kan vara med aktuell konfidensniva.
Vi betecknar felmarginalen med B, och fran

B=z,,-0/ Jn
kan vi bryta ut n, vilket ger

n=(z,, -0/ B)*
Om vi kénner till, eller kan dstadkomma en rimlig skattning av, o s kan detta uttryck utnyttjas for att
bestimma minsta mojliga stickprovsstorlek vid en pa férhand bestimd signifikansniva och 6nskad
felmarginal.
P& samma sitt kan vi utnyttja vetskapen om att felmarginalen for en populationsproportion &r

B=z,,-\pd=p)/n

fran vilket vi pa samma sitt som ovan kan bryta ut n, vilket ger

n=(z,,p(-p)/B)
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som en formel for att kunna beridkna det #» som uppfyller kraven pa precision och sikerhet forutsatt att
den vanliga normalfordelningsapproximationen far anvéndas. Observera dock att en rimlig gissning
av p maste goras for att man ska kunna anvénda denna formel. Om en sddan inte enkelt later sig goras
bor man anvinda forsiktighetsprincipen och sitta p = 0,5 nir formeln tillampas.

Exempel 5.5
Yngve vill skatta den genomsnittliga ldngden pa sina tio tusen roda rosor i tradgarden med 95%
konfidens och en felmarginal pa hogst 2,5 cm. Han har anledning att tro att ¢ = 15 cm. Hur manga
rosor bor Yngve ha med i stickprovet?
Lésning

n=(z,, 0/B) =(1,96-15/2,5)" =138,3

d.v.s. minst 139 rosor bor ingé i stickprovet.

Exempel 5.6

Yngve har ingen aning om hur stor andelen taggiga rosor i hans tradgéard ar, varfor han vill skatta
denna andel med 90% konfidens och en felmarginal pa hogst 0,03. Hur stort stickprov bor han ta?

Losning

n=_(z,, p-p) /B =(1,65-1J0,5(1-0,5)/0,03)* = 756,25

d.v.s. minst 757 rosor bor inga i stickprovet.
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6. Hypotestest

6.1 Inledning

I féregaende kapitel tittade vi pa hur stickprov fran en population kan anvindas for att skatta en
populationsparameter. Detta kan ses som en naturlig 6vergang fran den beskrivande statistiken
till den analytiska statistiken. I detta kapitel ska vi ta steget fullt ut och introducera principen om
statistisk inferens, d.v.s. hur man med hjdlp av stickprov kan dra konkreta slutsatser om vérdet pa
olika populationsparametrar.

Grunden for den statistiska inferensen &r sypotestesten. En hypotestest dr precis vad ordet sédger — en
test av en hypotes. Med hypotes avses ett initialt antagande om virdet pa en populationsparameter.
Sa lange tillrdckligt starka bevis inte har presenterats mot detta initiala antagande s maste man
anta att antagandet kan vara sant. Det initiala antagandet kallas darfor vanligen for nollhypotes,
och betecknas med HO. Jamfor gdrna med den klassiska réttsprincipen “hellre fria dn filla” som
innebdr att en atalad ska frikdnnas om &klagaren inte har kunnat presentera tillréckligt starka bevis
("bortom rimligt tvivel”) mot den atalade. Ett frikdnnande betyder inte att domstolen konstaterar
att den atalade dr oskyldig, bara att sannolikheten inte &r tillrdckligt stor for att man ska kunna dra
slutsatsen att denne &r skyldig.

Forst om domstolen finner bevisningen sapass stark att det dr bevisat bortom rimligt tvivel att den
atalade ar skyldig, da fills denne. Enligt samma logik genomfors en hypotestest. Nir vi testar en
nollhypotes sa tar vi ett stickprov och berdknar sannolikheten att fa just de stickprovsdata vi faktiskt
fick om det dr sa att nollhypotesen dr sann. Om denna sannolikhet ar tillrdckligt 1ag sa forkastar vi
nollhypotesen och drar ddrmed slutsatsen att komplementet till nollhypotesen — den s.k. mothypotesen,
betecknad med H1 — &r sann. En hypotestest baseras alltsé pé att man har formulerat en nollhypotes
och dess mothypotes, och att nollhypotesen kan testas med statistiska metoder.

Exempel 6.1

Yngve vill anvinda stickprov for att se om andelen réda rosor i hans tradgérd kan antas utgdra mer
an 50% av det totala antalet rosor. Hur ska han formulera sina hypoteser?

Lésning

HO: p <0,5
Hl:p>0,5

En sak bor dock sérskilt observeras hdr: Om HO i denna situation inte kan forkastas s& har Yngve
inte bevisat att andelen roda rosor dr hogst 50%, bara att risken att det kan vara sa ar for stor for
han ska kunna pastd motsatsen. Detta &r ett klassiskt fel som man tyvérr ofta ser folk géra nir de
anvénder hypotestest. Den enda gangen man kan dra en konkret slutsats pa basis av en hypotestest
4r ndr man kan forkasta HO, varvid man drar slutsatsen att H1 4r sann. Kan HO didremot inte
forkastas sa kan man inte dra nagon annan slutsats @n att bevisen inte var tillrackligt starka for att HO
skulle kunna forkastas.
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Nér hypoteser formuleras maste HO och H1 uppenbarligen vara varandras komplement. Det dr dock
viktigt att tdnka pa att det & HO som maste innehélla alternativet med likhet, och resonemanget
i foregaende stycke forklarar pa sitt och vis varfor. Man kan ndamligen aldrig bevisa med hjilp
av stickprov att en viss populationsparameter dr /ika med ett visst viarde — for att kunna dra en
sadan slutsats maste man alltid ta till en totalunders6kning. Men om stickprovsdatan talar mot HO
tillrackligt mycket ska man dra slutsatsen att det &r H1 som &r sann. H1 méste darfor alltid formuleras
som en olikhet, och alternativet med likhet ska darfor alltid aterfinnas 1 HO.

6.2 Fel av typ I och typ II

Nérman testar en hypotes finns i de flesta fall en risk att man gor fel. Jamfor aterigen med réttsprincipen
“hellre fria dn filla” ddr beviskravet #r “skyldig bortom rimligt tvivel”. Aven om domstolen finner
det troligt att en atalad &r skyldig sa ska denne frikdnnas om det finns rimligt tvivel pa dennes skuld.
Och tvértom — @&ven om domstolen bara far félla nér den finner att det bortom rimligt tvivel ar sé att
en atalad &r skyldig sé hinder det trots allt ibland att oskyldiga doms till straff. Uppenbarligen finns
det tva typer av fel som kan géras: Man kan frikénna en person som egentligen var skyldig, och man
kan filla en person som egentligen var oskyldig.

Niér det giller hypotestest talar man om fel av typ [ och fel av typ 11, vilka har sina direkta motsvarigheter
i exemplet i stycket ovan. Att forkasta HO och ddrmed konkludera att H1 &r sann innebér ett typ I-fel
om det &r sa att HO &r sann. Att istéllet lata bli att forkasta en nollhypotes som egentligen inte var sann
innebdr ett typ II-fel. I de flesta fall kan ett typ [-fel ségas vara allvarligare én ett typ II-fel, eftersom
man i det forsta fallet faktiskt drar en konkret slutsats. Detta illustreras av principen "hellre fria dn
filla”, eftersom ett typ I-fel motsvarar att doma en oskyldig, medan ett typ II-fel motsvaras av att
frikdnna en skyldig.

Nér man ska genomfora en hypotestest bestimmer man en konkret grins for hur stor sannolikheten
for ett typ I-fel far vara — den s.k. signifikansnivan o. Idén &r sedan att analysera den stickprovsdata
man har med ldmpliga metoder och dirmed berdkna sannolikheten for att f& minst sé pass extrema
data som man faktiskt har fatt om det ar sé att HO faktiskt ar sann. Denna sannolikhet kallas p-vdrde.
Beslutsregeln dr sedan enkel: Om testets p-varde &r ldgre &n o, da forkastas HO.

Sannolikheten for att en viss test leder till ett typ II-fel brukar betecknas med 3. Sannolikheten 1 — /3,
d.v.s. sannolikheten att en viss test undviker typ II-fel, brukar kallas testens styrka. Vi kommer att
aterkomma till detta begrepp ldngre fram.

6.3 Test av ett populationsmedelvarde nar o ar kand

Anta vi vet att det for en viss population géller att o = 5, att vi har tagit ett stickprov med » = 50 och
x =201,3, och att vi nu vill genomféra hypotestesten

HO: 4 <200
Hl1: x> 200
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Vad dr sannolikheten att fa minst ett s& pass extremt stickprovsmedelvdrde som 201,3 nér » = 50 och
o =5 om det dr sa att sanna medelvérdet dr 200? Det tar vi reda pa med en vanlig Z-transformation,
eftersom vi fir anta att X dr en normalfdrdelad slumpvariabel med medelfelet 5/+/50 eftersom
stickprovet &r stort:

201,3-200

5//50

Sannolikheten for att f& minst ett sd pass extremt stickprovsmedelvirde om sanna medelvirdet
faktiskt dr 200 4r alltsa 0,0329. Det dr det som dr det hir testets p-varde. Om vi pa forhand hade
bestdmt oss for att arbeta med signifikansnivan 0,05, d.v.s. vi vill vara minst 95% sékra pa att ha
ritt om vi forkastar HO, sa ska vi 1 detta fall férkasta HO och dra slutsatsen att H1 4r sann, eftersom
0,0329 < 0,05.

P(Z>z):P(Z> sz(Z>l,84)=0,0329

I detta fall anvénde vi Z som festvariabel. Som vi kommer att se lingre fram finns olika slag av
testvariabler, och valet av testvariabel beror pé vilken typ av situation man star infor.

Faktum #r att vi egentligen inte behoévde rdkna ut p-vérdet for att kunna genomféra den hir
hypotestesten. Beslutsregeln ar ju att forkasta HO om p-vérdet dr lidgre &n a, och om vi vet vilket viarde
pa testvariabeln som exakt motsvarar ett p-vérde lika med o (det s.k. kritiska vérdet for testvariabeln)
sd vet vi att HO ska forkastas om testvariabelns framridknade virde dr mer extremt (d.v.s. avldgset
fran 0) &n dess kritiska virde. Aven om vi da inte kinner till det exakta p-virdet sd vet vi att p-virdet
i alla fall dr ldgre dn a. I exemplet ovan sédger man att testet gors i normalfordelningens hogra svans,
eftersom hogre virden pa Z ger ldgre p-viarden ndr H1 4r av karaktiren “’storre dn”.
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Generellt kan sambandet mellan testens H1 och séttet pa vilket den genomfors sammanfattas enligt
foljande:

Om HI é&r {1. ”storre dn”, 2. "mindre &n”, 3. “skild frdn”} sa genomfors hypotestesten i {1. hogra,
2. vénstra, 3. bade hogra och vénstra} svansen av testvariabelns fordelning, vilket innebér att testens
p-vérde blir lagre ju {1. storre, 2. mindre, 3. mer extremt at endera hallet} testvariabelns vérde ér.

Vilket dr da det kritiska Z-virdet for detta test, d.v.s. vilket dr det virde som det med stickprovsdata
framriknade Z-virdet maste Gverstiga for att p-védrdet ska vara ldgre dn a? Enligt tabell A1 gar
grénsen for de mest extrema 5% 1 Z-fordelningens hogra svans vid vérdet 1,65, d.v.s. z . = 1,65.
Eftersom vi med hjilp av det stickprov vi har tagit kan berékna testvirdet

201,3-200 _

227
5//50

84

2

sd vet vi att testets p-vérde ér ldgre &n a = 0,05 eftersom z >z , d.v.s. 1,84 > 1,65. Detta innebiir att
HO ska forkastas, och det exakta p-vérdet saknar egentligen betydelse. Bada sitten att genomfora
hypotestester ger naturligtvis alltid samma slutsats, men beroende pé situationen sé ar det ena séttet
ofta enklare att anvinda @n det andra. Detta kommer att framgé av den fortsatta framstéllningen.

6.4 Test av ett populationsmedelvarde nar o inte ar kand

I praktiken &r o néstan alltid okénd nér # okénd. Vi kan da inte anvénda Z som testvariabel som i
avsnitt 6.3. For att kunna gora en hypotestest av 4 maste vi nu istéllet anvinda oss av stickprovets
standardavvikelse s och basera testet pa z-férdelningen, forutsatt att populationen som stickprovet
kommer fran kan antas vara approximativt normalfordelad. Vi rdknar da fram ett 7-vérde for den
stickprovsdata vi har med uttrycket

X

_s/\/;

t

dér 4 dr den konstant som vi testar mot i vara hypoteser. Sedan jaimfors testets #-virde med z, det
kritiska t-vdrdet for den aktuella signifikansnivén och antalet df. Om testets 7-vérde dr mer extremt dn
det kritiska #-vdrdet sé& forkastas HO.

Exempel 6.2

Ett stickprov med # = 17 fran en approximativt normalférdelad population visar att ¥ och s =15,2.

° Kan man med a = 0,05 dra slutsatsen att 4 =25 med a = 0,05?

° Kan man med a = 0,05 dra slutsatsen att u # 24 med a = 0,05
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Lésning
Vi har hypoteserna

HO: 4 <25
Hl: 1>25

vilket innebdr att testet genomfors i #-fordelningens hogra svans.

Kritiskt 7 for df'= 17 — 1 = 16 och signifikansnivan 0,05 kan fran tabell A2 avlasas till 7, ;= 1,7459.
Testets z-vérde berédknas till

-, 2692-25

= = =1,52
s/n 5,2/\/ﬁ

t

vilket innebdr att HO: x4 < 25 inte kan forkastas da 1,52 < 1,7459. Observera aterigen att detta infe
betyder att vi pa nagot sitt skulle ha “bevisat” att 4 < 25, bara att bevisen mot denna hypotes inte &r
tillrackligt starka for att vi ska kunna forkasta den.

Om vi istillet vill kontrollera om det gar att dra slutsatsen att u # 3 sa far vi hypoteserna

HO: 4 =24
Hl: u#24

vilket innebdr att testet genomfors i 7-fordelningens bdda svansar (en s.k. tvasidig test). Detta beror
pa att tillriackligt extrema avvikelser i stickprovmedelvirde sdvil uppat som nedat fran de 25 som HO
antar leder till att HO ska forkastas.

Vi far ddrmed tvd kritiska f-virden med o = 0,05, ndmligen 7, = looos = 2,1199 och
=l =~ 2,1199. Testets ¢-virde blir
. 26,9224 1

_—:2’
5,2/17

och eftersom testets ¢-virde dr mer extremt dn ett av de kritiska z-viardena, d.v.s. 2,1199 < 2,32, sa
ska HO: u = 24 forkastas. Vi har tillrdckligt starka bevis for att kunna dra slutsatsen att u # 24.

6.5 Test av en populationsproportion - stort stickprov

Vid hypotestest av hur den sanna populationsproportionen p forhéller sig till ett visst vérde p sa kan
normalférdelningsapproximation anvéndas nér stickprovsstorleken dr stor. Testvariabeln blir dé Z,
och testets z-virde berdknas med hjélp av stickprovsdata med formeln

7 = ls_po
\/po(l_po)/n

dér p ar stickprovsproportionen och # r stickprovsstorleken.
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Exempel 6.3

I en undersokning dir 240 slumpvis utvalda svenskar deltog visade sig 54 sympatisera med
moderaterna. Kan man med 99% sékerhet dra slutsatsen att den sanna andelen moderata sympatisorer
i Sverige vid det aktuella tillféllet &r ldgre dn 30%?

Losning

Vi har hypoteserna

HO: p > 0,30
HI1: p<0,30

och p =54/240=0,225. Testet utfors i Z-férdelningens vinstra svans, vilket innebér att det kritiska
Z-virdet enligt tabell A1 blir—z =—z | =—2,33. Testets Z-vérde blir

_ p-py _ 0,225-0,30 0,075
Jpo(l=py)/n J0,30(1-0,30)/240 0,0296

b

varvid vi forkastar HO och drar slutsatsen att p < 0,30 eftersom — 2,33 > —2,53.
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6.6 Test av en populationsproportion - litet stickprov

Vid hypotestest av hur den sanna populationsproportionen p forhéller sig till ett visst vérde p sa
maste binomialférdelningen anvidndas nér stickprovsstorleken #r liten. Vi berdknar da p-virdet for
det aktuella testet direkt sasom sannolikheten att faktiskt erhélla just det antal positiva utfall som vi
faktiskt fick eller ett &nnu mer extremt antal, i den totala mangden utforda forsok om det dr sa att HO
faktiskt &r sann. Ar detta p-virde ligre #n signifikansnivan si forkastas HO.

Exempel 6.4

En skojare pa torget har tre koppar pa ett bord. Under en av kopparna finns en kula, och folk slar
vad om pengar med skojaren att de kan gissa under vilken kopp kulan finns nir skojaren har flyttat
runt kopparna ett tag. Gissar man pa ritt kopp sé far man dubbla insatsen tillbaks, annars fir man
ingenting. Nar folk gissat pa en kopp vénds denna upp, och om kulan inte fanns dér sé visar skojaren
under vilken av de bada andra kopparna kulan fanns for att demonstrera att det inte var nagot fusk.

Du har observerat att folk véldigt ofta gissar pa fel kopp, och bestammer dig for att gora ett experiment.
Du spelar spelet med skojaren 7 ganger och blundar varje gang medan han flyttar runt kopparna f6r
att sedan vélja en kopp slumpmaéssigt. Tva av de 7 géngerna gissade du rétt. Kan man pé basis av
denna data med o = 0,1 dra slutsatsen att spelet &r oréttvist for spelarna?

Losning

Vi later p vara sannolikheten att spelaren gissar pa ritt kopp vid slumpméssigt val av kopp. Vi far da
hypoteserna

HO:p>1/3
Hl:p<1/3

Sannolikheten att fa hogst 2 positiva utfall vid 7 successiva oberoende forsok nédr p = 1/3 berdknas
med binomialférdelningsformeln till
2. (7
P(X<2)= Z( ](1/3)‘(1 —(1/3))" =0,5707
x=0 X

Eftersom 0,1 < 0,5707 sé har vi inte tillrdckligt starka bevis for att kunna forkasta HO och ddarmed
kunna dra slutsatsen att spelet dr orédttvist for spelarna.

6.7 Test av en populationsvarians

Ibland 4r det spridningen i en population man vill kunna uttala sig om. Den férdelning som normalt
anvédnds for att testa en populationsvarians nir populationen i sig kan antas vara approximativt
normalfordelad &dr chitva-fordelningen, eller som den oftare skrivs med hjilp av det grekiska
alfabetet, y*-férdelningen. y? ér i sig en kontinuerlig slumpvariabel vars fordelning formellt sett &r
sannolikhetsfordelningen fér summan av flera oberoende Z-fordelade slumpvariabler som kvadrerats,
ddrav tvaan i y2 I tabell A3 illustreras, pad samma sétt som for 7-fordelningen i tabell A2, de kritiska
védrdena for y*-férdelningen vid olika antal frihetsgrader och olika virden pa o.

Studentia.se freE-Learning www.studentia.se
55



Lar 1att! Statistik - Kompendium Hypotestest

Nir en hypotestest behandlar en populationsvarians, t.ex. om vi har HO: ¢* = ¢ , sa dr det alltsa 2
som r testvariabel. Testets y>-virde berdknas enligt formeln

n—1)s’
£ 0D
00

vilket relateras till kritiskt y*>-virde med n — 1 df vid aktuell signifikansniva a. Om testets y>-virde &r
mer extremt dn det kritiska y*-virdet sa forkastas HO.

Vidare kan ett konfidensintervall f6r ¢° f6r en normalfordelad population pa nivan 1 — o definieras som

{(n -Ds* (n—=1)s" }

2 >

2
Xar2 Xiwi2

med n— 1 df.
>-fordelningen anvénds dven vid andra typer av tester, vilket vi kommer att se langre fram i denna bok.
Exempel 6.5

I en produktionsprocess bor outputen bland annat kdnnetecknas av en varians under 75 f6r att allt
ska anses vara normalt. Ett stickprov med » = 10 ger en stickprovsvarians pa 26,4. Kan man med
a = 0,05 dra slutsatsen att sanna variansen understiger 75?7 Berdkna ocksé ett 95% konfidensintervall
for sanna variansen.

Losning
Vi har hypoteserna

HO: 6?>75
Hl: 6°< 75

Testet genomfors i y>-fordelningens vinstra svans, eftersom H1 &r av karaktiren “mindre dn”. Testets
x*-virde blir
oo 00264 o
75
och det kritiska y*-virdet blir det virde som avgrinsar de liagsta 5%, d.v.s. de hogsta 95%, i -
fordelningen med 10 — 1 = 9 df; vilket kan avlésas fran tabell A3 till Xoos = 3,325. Detta innebér att
HO forkastas, eftersom 3,325 > 3,168.

Ett 95% konfidensintervall berdknas enligt formeln som

[(10_1)-26,4 (10—1)-26,4} =[12,49, 88,00]

b

19,023 2,700
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6.8 Test av tva populationsvarianser

Ibland dr man intresserad av att testa hur tva varianserna fran tva oberoende populationer forhéller
sig till varandra. Om vi kallar de bada populationsvarianserna o} och 0‘22 sa finns det konceptuellt
sett tre tinkbara nollhypoteser att testa, nimligen HO: ¢} = o2 , HO: o < o; och HO: 6] > o] .
Speciellt den forstndmnda har stor betydelse, vilket kommer att framga langre fram i detta kapitel.

Denna typ av test kallas fér F-test och baseras pa det faktum att kvoten mellan stickprovsvarianserna
2

s; och s; , baserade pa stickprovsstorlekarna »; och = , foljer den s.k. F-fordelningen (eller Fishers
F-fordelning) om populationerna &dr approximativt normalfordelade. Slumpvariabeln F definieras
alltsd som

S

53

F =

med i — 1 dfi tiljaren och 7, — 1 df i nimnaren. Om F—virdet for viss testdata dr storre dn 1 si
indikerar det att det kan vara sd att o7 > o> , och tvirtom. Test av hypotesen HO: o} < o5 utfors
alltsa i F-fordelningens hogra svans, och tvértom.

Kritiska virden for F-fordelningens hogra svans finns i tabell A4 — A9 for olika vérden pa a dir
kolumnrubrikerna representerar tiljarens df och radrubrikerna motsvarar ndmnarens df. Kritiska
varden for vinstra svansen fas enkelt via sambandet

En av oss. Det ar du

Kraften i Skanska finns hos medarbetarna, i kompetensen, engagemanget

och gladjen att uppna resultat tillsammans. Vi ar ett stort foretag, i Sverige
har vi 128 lokalkontor. Men framforallt ar vi ett nara foretag, aldrig langre

bort dn dina arbetskamrater.

www.skanska.se
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Exempel 6.6

Antag att vi har tagit stickprov med #’ = 11 och n; =15 frén tva oberoende populationer som kan
antas vara approximativt normalfoérdelade. Antag vidare att vi har s =18 och s; =41. Kan vi da
med a = 0,05 dra slutsatsen att ¢ < o3 ?

Losning

Vi har hypoteserna
HO: o} 20,
Hl: o} <0;

och testet gors séledes i F-fordelningens vénstra svans med 11 — 1 = 10 df'i tdljaren och 15— 1 = 14
dfindmnaren. Kritiskt /-vérde blir da

oL 1346
F, 2,60

Testets F-virde blir

F=18_0.439
41

vilket innebir att HO inte kan forkastas eftersom 0,3849 < 0,439.

6.9 Test av tva populationsmedelvérden - lika standardavvikelser

En #-test kan ocksa anvindas for att med hjédlp av stickprovsdata analysera skillnad i medelvirde
mellan tvé av varandra oberoende populationer dédr bada populationerna &r approximativt normal-
fordelade. Aven hir finns konceptuellt sett tre olika slags nollhypoteser som kan testas, nimligen
HO: y, — 4,= D, HO: u, — wu,<D, och HO: u, — u,>D, dér D ir just den differens mellan de sanna
populationsmedelvirdena som man vill testa for. Man &r ofta intresserad av att anvianda D = 0, vilket
innebdr att man testar om det finns nagon skillnad mellan de bada populationernas medelvirden Gver
huvud taget.

Nér vi ska testa ndgon av dessa nollhypoteser sd maste vi forst bestimma oss for om vi ska anta att
de bada populationernas standardavvikelser ska antas vara lika eller ej. Detta kan man med fordel F-
testa med hjdlp av den stickprovsdata man har enligt foregdende avsnitt (kom ihag att variansen bara
ar kvadraten pa standardavvikelsen). Om man kan anta att standardavvikelserna &r lika sa borjar man
med att ta fram den sammanvégda stickprovsstandardavvikelsen s, sdsom

\/ (n, —1)s? +(n, —1)s?
s =

P
n+n,—2

varefter testets #-virde beriknas som
(x,—x,)-D

s,\1/n,+1/n,)

t:
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med n,  n,— 2 df. Det kritiska 7-véirdet hdimtas som vanligt fran tabell A2. Ett 1 — o konfidensintervall

for den sanna skillnaden u, — u, kan sedan beriknas som

(X, —x)%1,,s,4/(A/n+1/n,)
med n, +n,— 2 df.
Exempel 6.7
Stickprov fran tva olika populationer, som kan antas vara approximativt normalférdelade, med
stickprovsstorlekarna n, = 8 och n, = 7 ger att x; = 18,6, x, =19,9, s, = 1,6 och s5,= 0,9. Kan man
med a = 0,05 dra slutsatsen att # < u, om man antar att populationernas sanna standardavvikelser &r
lika? Berdkna ett konfidensintervall for u, = u,.

Lésning

Vi har hypoteserna

HO: 4, — 1,>0
H1: u, — 1, <0 (samma sak som u, < u,)

Den sammanvigda stickprovsstandardavvikelsen s, blir

. _ [@-DLE +(7-10.9’
r 8+7-2

=1,3237
varefter testets 7-virde kan beridknas

__(86,-199)-0 13 oo
1,3237J(1/8+1/7) 0,6851

HI &r av karaktiren “mindre &n” vilket innebér att testet gors 1 #-fordelningens véanstra svans. Kritiskt
t-véarde for o = 0,05 och 8 + 7 — 2 = 13 df &r enligt tabell A2 -1,7709. Eftersom -1,7709 > -1,8976
forkastas HO. Ett 95% konfidensintervall blir

(18,6-19,9)+2,1604-1,3237,/(1/8+1/7) =-1,3+1,48 = [-2,78 ,0,18]
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6.10 Test av tva populationsmedelvérden - olika standardavvikelser

Niér de sanna populationsstandardavvikelserna kan antas vara olika anvénds respektive stickprovs-
standardavvikelse direkt i berdkningen av testets 7-virde:

(X, —x)-D

2 2
\Sy I n 45/ n,

=

Antalet frihetsgrader beréknas sedan till

= (slz/n1+s22/n2)2
(S12/n1)2 /(nl _1)"'(322/”2)2 /(nz -1

vilket alltid ska avrundas nedat om resultatet inte blir ett heltal. Ett 1 — o konfidensintervall for den
sanna skillnaden u, — u, kan sedan beriknas som

(X, —x,) 1,5,/ (1/n,+1/ny)
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Exempel 6.8

Rékna om exempel 6.7 under forutsittning att de sanna populationsstandardavvikelserna inte antas
vara lika.

Lésning
Som innan har vi hypoteserna

HO: p, —u, =20
HI: py, —p,<0

Testets t-virde kan nu berdknas till

_ (18,6, -19,9)-0 _ 13 19695
J(1,6%/8+0,9*/7)  0,6601
och antalet frihetsgrader blir
2 2 2
df 1,67 /8+0,9°/7) —0’1898=11,2976

- (1,67 /8)* /(8—1)+ (0,9 /7)* /(7—1) 0,0168

som ska avrundas nedat till 11. Kritiskt z-varde avlédses fran tabell A2 till -1,7959 och HO ska darmed
forkastas eftersom -1,7959 > -1,9695. Ett 95% konfidensintervall blir nu

(18,6—19,9)J_r2,2010\/(1,62 /8+0,9*/7) =-1,3+1,45= [-2,75,0,15]

6.11 Test av parvisa observationer

I manga situationer &r det naturligt att gora parvisa observationer. Ett enkelt exempel &r “fore-efter”-
analyser. Det mest exakta sittet att analysera hur en viss parameter paverkas av en viss behandling adr
att méta parameterns virde hos » slumpmaéssigt utvalda objekt fére behandlingen och sedan mita igen
efter behandlingen for alla » objekten. Pa sa vis kan man dra slutsatser om sanna parametervérdet
fore behandlingen i férhéllande till sanna parametervirdet efter behandlingen.

Generellt innebér parvisa observationer att man for ett stickprov om » element observerar vérdet for
samma parameter vid tva olika tillféllen. Vid analys av parvisa skillnader utgar man fran medelviardet
av de n enskilda parvisa observationernas differenser. Vid analys av skillnad mellan tva oberoende
grupper utgar man, som vi sag i de bada foregaende avsnitten, istillet fran differensen mellan
stickprovsmedelvirdena for de bada grupperna som helhet. Som tidigare finns konceptuellt sett tre
olika slags nollhypoteser som kan testas, ndmligen HO: u, — u,= D, HO: u, — u, < D, och HO: u, — u,
>D, dir D ir just den differens mellan de sanna populationsmedelvirdena som man vill testa for.
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I princip gors detta genom att goéra en enkel #-test pa differenserna. Man berdknar alltsd den
genomsnittliga differensen d for de » observationerna samt dess standardavvikelse s,. Testets #-
vérde berdknas sedan som

o (d — D)
(s, /~m)

med n — 1 df. Ett 1 — o konfidensintervall for den sanna skillnaden u, — u, kan sedan beriknas som
d+ L2 (S, /\/;)
Exempel 6.9

En viss affdrskedja med sex butiker genomfor en reklamkampanj. Omséttningen veckan fore
respektive veckan efter kampanjen i de olika butikerna framgar av nedanstaende tabell:

Butik nr Fore Efter
1 2,6 3,1
2 2,2 2,3
3 3,7 4,4
4 2,8 2,7
5 2,7 2,9
6 3,1 3,5

Kan man med a = 0,05 dra slutsatsen att reklamkampanjen har 6kat den genomsnittliga omséttningen
i butikskedjan? Berdkna dven ett 95% konfidensintervall for skillnaden i omséttning fore och efter
reklamkampanjen.

Lésning

Lat u vara den sanna omséttningen veckan fore, och u, veckan efter. Vi far da hypoteserna

HO: p,—u, =0
HI: p,—p, <0
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Differenserna framgér av tabellen nedan:

Butik nr Fore Efter Differens
1 2,6 3,1 -0,5
2 2,2 2,3 -0,1
3 3,7 4,4 -0,7
4 2,8 2,7 -0,1
5 2,7 2,9 -0,2
6 3,1 3,5 -0,4

Medelvirdet av differenserna blir

—0,5+(=0,)+...+(-0,4)
6

d=

-0,3

med standardavvikelsen

. (=0,5—(=0,3))* +...+(—0,5— (—0,4))°
¢ 6-1

=0,2898

Testets 7-véarde blir da

_ (0320 _ ;535
(0,2898//6)

med 6 — 1 =5 df. Kritiskt 7-virde avlédses fran tabell A2 till -2,0150 och HO ska ddrmed forkastas
eftersom -1,0150 > -2,5357. Ett 95% konfidensintervall blir

—0,3+2,5706-0,2898/~/6 = —0,3+0,304 = [-0,604 , 0,004]
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6.12 Test av tva populationsproportioner — stora stickprov

Skillnaden mellan tva populationsproportioner testas — precis som skillnaden mellan en
populationsproportion och en konstant — med Z som testvariabel nir stickprovsstorleken ar stor. Ett
vanligt forekommande tillimpningsomrade for denna typ av test som de flesta svenskar kdnner till
ir opinionsundersokningarna baserade pa fragan ”Vad skulle du rosta pd om det vore val idag?”.
Vid resultatredovisningen av en sadan undersdkning sdgs ofta att t.ex. en 6kning i ett visst parti
viljarsympatier 4r statistiskt sikerstilld. Med det avses att man kunde forkasta nollhypotesen att den
sanna proportionen som skulle ha réstat pa det aktuella partiet var oférindrad eller hade minskat. De
tre olika slags nollhypoteser som kan testas dr HO: p, —p, = D, HO: p, —p, <D, och HO: p, —p, > D,
dér D &r just den differens mellan de sanna populationsproportionerna som man vill testa for.

Om vi har stickprov fran tva populationer (eller tva olika stickprov frén samma population tagna vid
olika tillfdllen) med stickprovsstorlekarna , och n,, och dir observerat stickprovsproportionerna p,
och p, , sd kan vi berdkna testets Z-virde som

_ (ﬁl_ﬁz)_D
b= p)/(m =D+ p,(1= p,) /(n, —1)

varefter kritiskt Z-vérde hdmtas fran tabell A1 for den valda signifikansnivan. Ett 1 — a konfidens—
intervall f6r den sanna skillnaden p — p, kan sedan berdknas som

(f)l _ﬁz)iza/z\/ﬁ1(l_l§1)/(nl _1)+i72(1_ﬁ2)/(n2 _1)
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Exempel 6.10

17 av 135 slumpmidssigt utvalda och undersdkta bilar som reparerat avgassystemet i verkstad A
fick anmérkning vid kontrollbesiktningen. 24 av 103 undersokta bilar som reparerats i verkstad B
fick ocksa anmérkning. kan man dra slutsatsen (pa nivan o = 0,05) att den sanna andelen bilar med
anmirkning dr mer 4n 2 procentenheter hogre i verkstad B? Beriikna ett 95% konfidensintervall f6r
den sanna skillnaden.

Lésning
Vi har hypoteserna

HO: p,—p,=>0
Hl:p,—p,<0

och stickprovsproportionerna P, = 17/135 = 0,1259 och p, = 24/103 = 0,2330.

Testets Z-virde blir (0,1259—0,233) — (~0,02)

7 =
J0,1259(1-0,1259) /(135 1)+ 0,233(1—0,233) /(103 — 1)

—0,0871 _

= =-1,72
0,0507

Kritiskt Z-vdrde finns i Z-fordelningens vénstra svans eftersom H1 &r av karaktdren “mindre &n”,
och det kan enligt tabell A1 avlésas till -1,64. HO forkastas ddrmed eftersom -1,64 > -1,72. Ett 95%

konfidensintervall f6r den sanna skillnaden p, — p, dr

(0,1259-0,233)£1,96-0,0507 = —0,1071+0,0994 = [-0,2065 , -0,0077]

Studentia.se freE-Learning www.studentia.se
65



Lar latt! Statistik - Kompendium Variansanalys

7. Variansanalys

7.1 Inledning

I foregéende kapitel visade vi hur nollhypotesen att tva populationsmedelvirden &r lika kan testas med
hjélp av #-test. Ofta vill man emellertid jamfora fler dn tva populationsmedelvédrden med varandra for
att se om nagot av dem avviker. Om man har » oberoende populationer, och vill testa nollhypotesen
att samtliga dessa populationer har samma sanna medelvirde, sa blir de formella hypoteserna:

HO: u,=p,= ... = p,
H1: Minst tvd av u, = u,= ... = u_#r olika

Observera att mothypotesen som alltid definieras som komplementet till nollhypotesen. Mothypotesen
tacker i detta fall alltsé in alla tankbara situationer dér samtliga populationsmedelvérden inte ar lika.
Det enda slutsats som kan dras om det efter ett test visar sig att HO ska forkastas dr darfor att minst
tva av de sanna populationsmedelvirdena dr olika — men ingenting annat. Vi kan alltsa inte utan att
genomfora fler tester sdga ndgot om hur méanga séddana olikheter som finns, eller vilka av de testade
populationsmedelvirdena som ska antas vara olika.

Den typ av test som normalt anvinds for att testa om tre (eller fler) populationsmedelvérden kan antas
vara lika dr variansanalys (p& engelska: ANalysis Of VAriance, ANOVA). Denna metod baseras pa
antagandet att de 7 populationer som stickproven kommer fran dr normalférdelade med lika varianser.
I en variansanalys delas den totala variansen for hela den médngd enheter som ingér i de tre (eller fler)
stickproven upp i varians inom respektive population och varians mellan populationerna.

Ett jobb hos oss ar aldrig bara ett jobb.

Vi skall alltid finnas dar for vara kunder. Vi skall
vara uppfinningsrika och effektiva i allt det vi gor.
Foéretaget skall vara en utmanande arbetsplats och
vi skall rekrytera och behalla de absolut basta
medarbetarna.

www.novonordisk.se
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Man kan nidmligen visa att ju storre skillnad i medelvirde som rader mellan olika populationer
med samma varians, desto stérre kommer variationen mellan populationerna att vara jamfort med
variationen inom populationerna. Om det da for den stickprovsdata man har dr sa att variationen
mellan stickproven dr stor jaimfort med variationen inom stickproven sé& indikerar det alltsa att
medelvirdena for populationerna ar olika. Detta &r den teoretiska grunden for en variansanalys.

7.2 Enkel variansanalys

I en enkel (“ensidig”) variansanalys testas just nollhypotesen HO: u, = u,= ... = u . Testen baseras
pa antagandet att alla » populationer som ingar i testen dr approximativt normalfordelade med lika
varianser.

Generellt berdknas en stickprovsvarians sdsom summan av ett antal kvadrerade differenser — en s.k.
kvadratsumma — som dividerats med sitt antal frihetsgrader:

i(x,- %)

n—1

2
S

Kvadratsumman for varians inom populationerna, betecknad med SS,, ("Sums of Squares Within”)
berdknas genom att berdkna populationsvisa kvadratsummor baserade pa de enskilda populationernas
medelvirden, varefter summering for samtliga populationer sker. Om vi har » populationer med
stickprovsstorlekarna n,, n,, ..., n, sé definieras alltsa SS,, som

85y = 206, - %)’

i=1 j=1

dar X, ar observation j inom stickprovet fran population i, och diar x, &r stickprovsmedelvérdet
for population i. Stickprovsvariansen inom populationerna far vi sedan genom att dela denna
kvadratsumma med antalet frihetsgrader. Vi har en total stickprovsstorlek n = n, +n, + ..+ n,och vi
skattade r parametrar (medelvérdet i respektive population) med stickprovsdata for att kunna berdkna
kvadratsummorna. Antalet frihetsgrader dr darfér » — r. Variansen inom populationerna, betecknad
med MS,, (Mean Square Within) &r alltsa

MS,, =SS, /(n—r)

Kvadratsumman for varians mellan populationerna, betecknad med SS,, ("Sums of Squares Between)
fés med liknande resonemang via uttrycket

S8, = an(fi _f)z
i=1

Genom att dividera SS, med sitt antal frihetsgrader fér vi stickprovsvariansen mellan populationerna.
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Men hur manga frihetsgrader har denna varians? Ja, vi vet att frihetsgrader dr additiva, att den totala
stickprovsvariansen hade (n — 1) frihetsgrader, och att stickprovsvariansen inom populationena hade
(n —r) frihetsgrader. Saledes maste stickprovsvariansen mellan populationerna ha (n — 1) — (n —r) =
(r— 1) frihetsgrader. Variansen mellan populationerna, betecknad med MS, (Mean Square Between)
ar alltsa

MS, =SS, [(r—1)

Hur anvinds da dessa varianser for att testa nollhypotesen att alla » populationsmedelvirden ar lika?
Jo, som vi har sett kommer kvoten mellan tva oberoende stickprovsvarianser, ddr de sanna varianserna
antas vara lika och populationerna normalfordelade, att folja F-fordelningen. Denna kvot blir darfor
var testvariabel. Vart testvdrde berdknas ddrmed som

med » — I och n —r frihetsgrader.

Niér alla populationsmedelvirden 4r lika s& kommer variansen inom populationerna att vara relativt
sett stor jamfort med variansen mellan populationerna. Vi dr déarfor intresserade av det fall dir
stickprovsvariansen mellan populationerna &r relativt sett stor jimfort med stickprovsvariansen inom
populationerna, eftersom det tyder pa att de sanna populationsmedelvirdena dr olika. Det kritiska
omradet av F-fordelningen i en variansanalys méste sdledes vara dess hogra svans.

Exempel 7.1

Fran produktionslinjerna 1, 2 och 3 pa en bilfabrik har stickprov om 5, 4 respektive 4 enheter tagits
och antalet defekter per enhet har undersokts. Resultatet framgar av tabellen nedan.

Linje 1 Linje 2 Linje 3
29 41 36
31 38 36
37 39 32
34 40 33
36

Kan man dra slutsatsen med a = 0,05 att de olika produktionslinjerna har olika medelvérde for
parametern “antal defekter per enhet?
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Lésning
Vi har tre populationer med total stickprovsstorlek #» =5 + 4 + 4 = 13 och hypoteserna

HO: g, = w1, = w4
HI: Minst tvd av u,, ,, u, ér olika

Vi beréknar forst de enkla stickprovsmedelvirdena:

X, =334
X, =395
X, = 34,25
X =35,54

Kvadratsummorna SS,, och SS, kan sedan beréknas:
SS, =29 —33,4)* +(31-33,4)* +(37-33,4)" +(34-33,4)" + (36 -33,4)" +
+(41-39,5)* +(38-39,5)* +(39-39,5)> +(40-39,5)* +

+(36—34,25)> +(36—34,25)> +(32—34,25)> + (33 -34,25)’ = 62,95

SS, =5(33,4—35,54)> + 4(39,5—35,54)> + 4(34,25—35,54)* = 92,28

Volvo - Med dig vid ratten

Volvo stravar efter att vara en varldsledande leverantor
av kommersiella transportldsningar. For att vi ska na dit
maste vi vdrna vara anstdllda och den kompetens de
besitter.

Alla medarbetare inom Volvo tillhor ett arbetslag. De tar
aktivt del av foretagets utveckling, férandringar och
framtid. Vi uppmuntrar detta genom att arbeta med
energi, passion och respekt for individen.

Pa den har webbplatsen far du veta mer om vad Volvo
har att erbjuda sina medarbetare.

www.volvo.com
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Vi far da varianserna

MS,, =62,95/(13-3)=6,295

och

MS, =92,28/(3—-1) = 46,14

Testets F-virde kan nu beridknas

e 46,14 ~7.33
6,295

med 3 —1=2 och 13 —3 =10 frihetsgrader.

Kritiskt F-virde avldses fran tabell A5 till 4,10. Eftersom 4,10 < 7,33 forkastas HO, och vi drar
slutsatsen att minst ett populationsmedelvirde skiljer sig frén dvriga.

7.3 Uppfdljning av enkel variansanalys

Om man har forkastat HO i en enkel variansanalys sa instéller sig ofta fragan om pé vad sitt de
aktuella populationernas medelvérden inte 4r lika. Spontant tycker man kanske dé att man kan gora
t-tester for att se vilka skillnader som ir signifikanta, men eftersom variansanalysen inkluderar all
data 1 en och samma “korning” sd maste den uppfoljande testen ocksa gora det for att vara giltig.
Det ligger utanfor denna boks syfte att ga igenom testmetoder som uppfyller detta kriterium i detalj,
men nagra exempel pa anvindbara tester i detta ssmmanhang ar Tukeys test och Bonferronimetoden.
Liasaren hénvisas till mer avancerad litteratur for beskrivning av dessa.

7.4 Andra typer av variansanalys

Variansanalys kan anvindas till mycket mer &n att bara testa nollhypotesen att ett antal populationer
har samma medelvérde. Till exempel kan man testa om andra faktorer 4n den bara faktorn som
definierade populationerna har betydelse for utfallet pa stickprovsvariabeln, och/eller om interaktionen
mellan olika faktorer har betydelse for utfallet. Nar man anvinder variansanalys for att testa tva (eller
flera) olika faktorers inverkan sa talar man om tva- (eller fler-) viigs variansanalys. Ldsaren hdnvisas
dven hér till mer avancerad litteratur.
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8. Regressionsanalys

8.1 Inledning

En viktig del av den analytiska statistiken dr sambandsanalys, d.v.s. att analysera om, och i sa fall
hur, slumpvariabler samvarierar (korrelerar). Ett sdidant samband kan analyseras i linjdra och/eller
icke-linjdra termer, och det kan inkludera tvé eller flera olika slumpvariabler. I det allra enklaste
fallet, som vi ska inleda med, studerar vi linjdr samvariation mellan tva slumpvariabler X och Y. Vi
antar alltsd att det gér att beskriva sambandet mellan X och Y med réta linjens ekvation Y = 3 + 8 X,
dér 3, dr skdrningspunkten och f3, riktningskoefficienten nér det linjdra sambandet illustreras i ett
koordinatsystem.

Ett vanligt exempel pa tva slumpvariabler som korrelerar linjért &r langden och vikten hos nyfodda
barn. I tabellen nedan visas information om ldngd och vikt for de sex barn som féddes pa ett sjukhus
en viss dag. Informationen i denna tabell kommer att anvéindas som grund for ett genomgaende
exempel i detta kapitel.

Barn nr Langd (cm) Vikt (g)
1 47 3040
2 49 3100
3 51 3500
4 53 3420
5 54,5 3870
6 55 3710

I fig. 8.1 askadliggors sambandet mellan langd och vikt i ett koordinatsystem. Det framgar att ett

linjart samband, illustrerat av den prickade linjen, verkar finnas.
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Figur 8.1
Ett linjart samband
4000 T
]
3500 | . ------------------------
R -
e
3000 ] . ---------
) I I T T 1
46 48 50 52 T ,
Léngd

Avenom Xoch Yirslumpvariabler som samvarierar linjirt innebir det dock nistan aldrig att sambandet
ar perfekt linjart, utan att det ofta finns mindre, eller i enskilda fall dven storre avvikelser fran det
linjdra sambandet. I figur 8.1 illustreras detta genom att prickarna i diagrammet inte bokstavligt talat
ligger pa linjen, men vél ganska nédra. Vi skriver darfor ofta det linjdra sambandet mellan X och ¥ som

Y =,+ 3, X + ¢ dir ¢ (den grekiska bokstaven “eta”) symboliserar slumpavvikelserna i det linjdra
sambandet.
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8.2 Covarians och korrelationskoefficienten

Det enklaste statistiska mattet pé linjért samband mellan tva slumpvariabler X och Y &r variablernas
covarians. Den sanna covariansen Cov(X,Y) for ett par av slumpvariabler X och Y definieras som det
forvintade vérdet av produkten av respektive slumpvariabels avvikelse fran dess medelvirde, d.v.s.

Cov(X,Y)=E[(X —u, )Y —u)]

dér u, &r det sanna populationsmedelviérdet for X, och u, det sanna populationsmedelvirdet for Y.

Nér Cov(X, Y) har ett positivt virde sa innebér det att ndr X okar sa okar (i genomsnitt) dven Y, medan
ett negativt virde pad Cov(X,Y) innebdr att nar X 6kar sa minskar (i genomsnitt) Y. Nédr Cov(X,Y) ar
noll sa finns inget linjart samband mellan variablerna.

Enmeranvéndbar tolkning erhdlls om Cov(X, Y) divideras med produkten av de bdda slumpvariablernas
standardavvikelser. Da erhélls den sanna korrelationskoefficienten, betecknad med p (uttalas "ra”
for X och Y. For korrelationskoefficienten

o Cov(X,Y)
UXGY

dér o, dr den sanna populationsstandardavvikelsen for X, och o, den sanna populationsstandard-
avvikelsen for Y, giller ndmligen att dess virde alltid hamnar mellan 1 och -1. Om p har ett vérde
nira 0 sa finns inget linjart samband mellan X och Y. Om p ligger nira 1 sa &r det linjdra sambandet
mellan X och Y starkt positivt. Om p & andra sidan ligger néra -1 sa &r det linjdra sambandet mellan
X och Y starkt negativt.

I praktisk statistisk analys beriknas naturligtvis dessa och andra relaterade métt rorande
variabelsambandet med stickprovsdata. Precis som for variansanalys baseras denna analys pa
kvadratsummor. Vi definierar darfor X-virdenas kvadratsumma SS,, Y-virdenas kvadratsumma SS
och produktsumman SS,  pé foljande sitt baserat pa »n par av observerade virden for X och Y:

i=l1

2
. (Zyij
_ 2 _ \i=l
Zy

Y

55, =3 )" =
i=1

SS, =Z(yi -y)° .
i=1

2)E

Covariansen for X och Y skattas med hjélp av stickprovsdata som SS, /(n — 1). Fran den vanliga

definitionen av stickprovsstandardavvikelsen_s inser man att o, skattas med hjdlp av stickprovsdata

som 4/SS, /(n—1) , och o, analogt som SS, /(n—1) . Det innebir att den med stickprovsdata

SSXY ZZ(‘xi _f)(yi _.)_}):inyi -
i=1 i=1
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skattade korrelationskoefficienten for X och Y, betecknad med r, blir

S,y /(n—1) S,y
r = =
JSS, [(n=1)4/SS, (n—-1) |/SS,SS,

Kvadraten pa korrelationskoefficienten, 72, har ocksa ett speciellt namn och en speciell betydelse. Den
kallas determinationskoefficient, och kan ses som ett deskriptivt matt som visar ”andelen variation
i de observerade virdena pa Y som forklaras av det bésta linjdra sambandet mellan X och Y. Vi
ska dock inte ga in i detalj pa detta matt har. Daremot kan » och 7* anvindas for att testa nagon av
nollhypoteserna HO: p =0, HO: p <0 eller HO: p >0. Om ndgon av dessa hypoteser kan forkastas
sa dras ju slutsatsen att det finns ett sant linjart samband mellan variablerna. Testet baseras pa #-
fordelningen, och testvariabelns vérde berdknas som

r

JaA=r)/(n-2)

=

med n—2 df.
Exempel 8.1

Utgé fran tabelldatan som fig. 8.1 baserades pa, och anta att dessa kan ses som ett stickprov fran
populationen "nyfodda barn i allménhet”. Berékna SS,, SS, och SS,, och anviind dessa for att berdkna
r. Testa sedan om man med a = 0,01 kan dra slutsatsen att det verkligen finns ett positivt linjart

samband mellan lingd och vikt for nyfédda barn.

Losning

_(47+49+..455)°
6
(304043100 +...+3710)*
6

SS, =47 +49* +...+55

=50,21

=537400

SS, =3040% +3100” +...+3710" -

(47 +49 +...+55)(3040 + 3100 +...+3710)

SS,y, =47-3040+49-3100+...+55-3710— p =4825
varefter vi kan berdkna
482
r= 825 =0,9289
\/50,21-537400
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Vi far hypoteserna

HO: p <0
Hl: p>0

och testets 7-virde
0,9289

t= =5,02
J(1-0,9289%) /(6 —2)

med 6 — 2 =4 df. Testet gors i t-fordelningens hogra svans, varvid kritiskt #-varde avlédses fran tabell
A2 till 3,7469. Séledes forkastas HO eftersom 3,7469 < 5,02. Vi drar slutsatsen att det finns ett
positivt linjart samband mellan ldngd och vikt for nyfodda barn.

8.3 Minstakvadrat-metoden fér en regressionslinje

Nér man med hjélp av stickprov har konstaterat att det finns ett signifikant linjért samband mellan
tva variabler X och Y sa dr man ofta intresserad av att kartligga ndrmare hur detta samband ser ut.
Den linje som “’bést” beskriver det sanna linjdra sambandet kallas regressionslinje, och skrivs som
tidigare sagts ¥ = 8 + 3 X + ¢ nér Y kan antas vara beroende av X. Enligt den s.k. minstakvadrat-
metoden dstadkommer vi skattningar av 8 och f3, vilka betecknas med b, och b, med hjilp av
kvadrat- och produktsummorna som vi anvinde tidigare:

SS,,
SS,

1

PeG
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by=y-bx

Pé det sittet far vi den skattade regressionslinjen Y = b +b X + e, dir e symboliserar de "fel” som
kan observeras ndr linjen b+ b, X anpassas till de » datapunkterna.

De antaganden som maéste goras for att man ska kunna anvénda minstakvadrat-metoden &r ganska
komplicerade, sa vi ska inte férklara dem i detalj. De &r

o ¢ @r en normalfordelad slumpvariabel med medelvérdet 0.

o ¢ har en varians som &r konstant for olika X-virden, d.v.s. datapunkternas
genomsnittliga avvikelser fran regressionslinjen paverkas inte av att X @ndras.

J Det rdder oberoende mellan alla ¢ -varden
Nér vi sdger att resultatet av minstakvadrat-metoden &dr den ”’bista” linjen sa menar vi mer konkret att
det &r den linje for vilken summan av alla kvadrerade avvikelser i Y-led mellan linjen och de enskilda

punkterna, d.v.s. summan av alla kvadrerade fel”, minimeras. Om vi definierar kvadratsumman
8§, som

< (SS4)°
SS, = Z(yi ~(b, +b,x,))* =SS, —ﬁ
i=1 X

sa innebir minstakvadrat-metoden formellt att SS, minimeras.
Exempel 8.2

Utga fran exempel 8.1, och skatta regressionslinjen med minstakvadrat-metoden. Berdkna ocksé SS,.

Lésning
- 4825 ~ 96,1
50,21
B, :3040+310(6)+...+3710_96’1_47+496+...+55 15171

Den skattade regressionslinjen blir alltsd Y =—1517,1 + 96,1.X + e.

2 2
%) _ 537400 - 2523

X °

SS, =SS, - =73734,9
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8.4 Konfidensintervall fér regressionsparametrarna

Skattningarna b, och b, &r naturligtvis punktskattningar av de sanna parametrarna 8, och 3. Det
naturliga nésta steget i analysen dr ddrmed att géra motsvarande intervallskattningar. Med andra ord,
hur konstrueras konfidensintervall for 3, och 3,?

For att kunna svara pa det mdste vi veta hur medelfelen for b och b, beréknas. Vi kallar dessa
medelfel for s(b) och s(b,), och man kan visa att formlerna for dessa storheter blir

s(by) =

och

SS,
(n—=2)S8S,

s(b) =

Med dessa medelfel kan konfidensintervall for 3, och 8, enkelt konstrueras. Ett (1 — ) konfiden—
sintervall for 3 blir

b, £t,,,s(b,)
med n —2 df.
Ett (1 — o) konfidensintervall for 3, blir

b £t ,s(b)
med n—2 df.
Exempel 8.3

Utgd fran exempel 8.2, och berdkna 95% konfidensintervall for de sanna regressionslinje-
parametrarna.

Losning

Vi borjar med att berdkna medelfelen for skattningarna. De blir

=989,9

S = 73734,9(47% + 49 +...+55%)
’ 6(6—2)50,21

och
sy= [ BB g6
(6—2)50,21
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Konfidensintervallen blir da

—1517,1+£2,7765-989,9 = [-4265,56,1231,36]
och

96,1+2,7765-19,16 = [42,90, 149,30]

8.5 Hypotestest for regressionsparametrarna

Den enda s/utsats vi har dragit om regressionssambandet i det genomgéende exemplet sa hir langt
dr att det finns ett positivt samband, i och med att vi i exempel 8.1 kunde dra slutsatsen att r > 0.
Det &r ofta en vésentlig del av en regressionsanalys att testa om de sanna parametrarna, sérskilt /3, &r
signifikant skilda fran 0. Detta gors med enkla #-tester. Testernas 7-virden berdknas da enligt

t= b,
s(by)
for parametern /3, och med
t= i
s(by)

for parametern /3 , i bada fallen med n — 2 df.
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Exempel 8.4

Utga fran exempel 8.3. Testa om bada parametrarna r signifikant skilda fran 0, i bada fallen med
a=0,01.

Lésning

Vi har forst nollhypotesen HO: 3 = 0. Testets 7-vérde blir

Testet ar tvasidigt, och enligt tabell A2 &r de kritiska 7-vérdena + 2,7765. HO kan alltsa inte forkastas,
eftersom -2,7765 < -1,53 <2,7765.

Vi har sedan nollhypotesen HO: 8, = 0. Testets 7-virde blir

,_IS17.1
989,9

b

Testet dr dven hdr tvasidigt, och de kritiska 7-virdena &r fortfarande + 2,7765. HO forkastas da,
eftersom 2,7765 < 5,02. Vi drar slutsatsen att parametern /3, ar signifikant skild frén 0.

8.6 Prediktionsintervall vid extrapolering av regressionslinjen

Ett syfte med regressionsanalys &r ofta att ta fram en prognosmodell, d.v.s. en modell med vilken
man pa basis av hur en viss variabel har utvecklat sig historiskt férsoker férutspa hur den kommer
att utveckla sig i framtiden. Denna del av den statistiska analysen kallas tidsserieanalys. Den
grundldggande idén &r att helt enkelt att anta att det linjdira samband man har modellerat kommer
att fortsdtta gélla. Nar man extrapolerar en regressionslinje (d.v.s. ”drar ut linjen” sa att den hamnar
“utanfor” den dataméngd man anvénde for att ta fram regressionslinjen) s& maste man dock alltid
vara medveten om att det linjdra sambandet kanske inte giller langre.

Ett punktskattat y-virde, betecknat med 7, baserat pa ett specifikt x-virde fas enkelt genom att sitta
in det specifika x-vérdet i regressionslinjens ekvation, d.v.s.

y=>b,+bx

Osékerheten 1 en skattning av denna typ beror pa hur 1angt linjen extrapoleras, och vi kan berékna ett
prediktionsintervall inom vilket y-vérdet faktiskt kommer att ligga med sannolikheten 1 — o sdsom

ﬁitu/z\/[&J(l—‘rl_'_MJ
(n=2) n SS,

med n-2 df.
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Exempel 8.5

Utga fran exempel 8.1 — 8.4. Berikna ett 95% prediktionsintervall for vikten pa ett barn som dr 56
cm langt.

Lésning
Vi har stickprovsmedelvardet for langden
x=(47+49+ ...+55)/6=51,18

och punktskattningen for vikten vid langden 56 cm blir

y=—1517,1+96,1 - 56 = 3864,5 gram

Vi far sedan prediktionsintervallet

2
3864,5+2, 7765\/[Mj[1 41, G6=5LI8)

6-2) 5 5153 ] =[3385, 4344] gram,

inom vilket ett barn med ldngden 56 cm ligger med 95% sédkerhet om det linjdra sambandet kunde
antas fortsétta gélla &ven for hogre x-virden &n dem vi anvénde for att ta fram regressionslinjen.

8.7 Multipel regression

Vi har hittills antagit att viardet pa slumpvariabeln Y beror linjart pa vérdet av en slumpvariabel X.
Logiken bakom analysen gar att generalisera s att Y kan antas vara linjért beroende av virdet pa k&
olika slumpvariabler X, X, ... , X,. Regressionsmodellen blir da

Y=0,+BX +B,X,+..+B,X, +t¢

och vi talar d& om multipel linjir regressionsanalys till skillnad fran enkel linjér regressionsanalys som
baseras pa endast en oberoende variabel X. Det priméra problemet i en multipel regressionsanalys &r
naturligtvis att skatta f3, /3., ..., 3,. Vi ska inte ga in i detalj p& hur man réknar for att ta fram dessa
skattningar, men den grundldggande logiken dr densamma: Det géller att hitta det linjédra uttryck som
minimerar summan av de kvadrerade avvikelserna. Man anvinder normalt sett alltid datorstod nér
man arbetar med multipel regression.

8.8 Polynom regression

En regressionsmodell behdver inte nodviandigtvis baseras pa antaganden om linjirt samband. En
enkel plott av den data man har kan indikera att sambandet mellan X och Y &r icke-linjirt, och da
maste man naturligtvis ta hiansyn till detta. Om det t.ex. dr rimligt att anta att sambandet kan beskrivas
med en andragradsfunktion sa kommer regressionsmodellen att fa formen
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Y=B,+BX+B,X" +e

Regressionsanalys baserade pa icke-linjira modeller brukar betecknas polynom regression. Aven hir
anvinds normalt alltid datorstod for berdkningar.

8.9 Dummyyvariabler

En anvéndbar teknik i multipel regression dr att anvinda en variabel som symboliserar huruvida
ett visst villkor @r uppfyllt eller ej. Ett enkelt exempel kan vara om vi anvénder regressionsanalys
for att bestimma hur de mitbara variablerna vikt och cylindervolym for bilar paverkar bilarnas
acceleration. Om vissa av bilarna d4 har turbo sa kan vi anvinda en tredje variabel for att ta
hinsyn ftill detta. Vi later forst variablerna X, och X, symbolisera vikt och cylindervolym pa
vanligt sitt. Sedan infor vi variabeln X, som far symbolisera nérvaron av turbo. For bilar som har

turbo sé far variabeln X, da virdet 1, for 6vriga bilar far X, virdet 0. Med regressionsmodellen
Y=06,+BX +B,X,+pX,+e¢

s& kommer parametern 3, da att visa hur bilarnas acceleration i medeltal péverkas av det faktum
att turbo dr installerat, allt annat lika. Variabeln X kallas for dummyvariabel, eller bindir variabel, i
denna modell, eftersom den symboliserar huruvida ett visst villkor &r uppfyllt och dirmed endast kan
anta virdet 0 eller 1. Riknetekniskt fungerar allting pa precis samma sétt oavsett om en variabel dr
en dummyvariabel eller en vanlig (kvantitativ) variabel.

SCRIBONAa

Att arbete pa Scribona

Scribona erbjuder en modern arbetsplats for medarbetare som vill 6ver-
traffa kundernas forvantningar.

Vi som arbetar pa Scribona ar resultatinriktade manniskor som vill
utvecklas i var yrkesroll och som gillar utmaningar. Vi trivs att arbeta i
grupp och satter gruppens gemensamma resultat framfér vara egna.

Scribona praglas av hog kompetens med spetskunskap inom manga
olika teknik- och produktomraden. Vi har program fér kompetensutveck-
ling med bland annat kurser, regelbundna utvecklingssamtal och projekt
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8.10 Multicolinjaritet

Nér man arbetar med multipel regression s& antar man generellt att de olika X-variablerna inte
korrelerar med varandra. Tvé variabler X| och X, korrelerar perfekt linjart om sambandet dem emellan
gér att uttrycka

X =a+a,X,

dér a, och a, dr konstanter. X| och X, sdgs da vara colinjéra. Nir inbordes colinjdritet finns mellan
flera X-variabler i en multipel regressionsmodell kédnnetecknas modellen av multicolinjdritet.
Multicolinjéritet dr ett problem i multipel regression, eftersom X-variablerna modellméssigt var och
en for sig antas bidra med information om hur Y varierar. Om X, da fullt ut forklaras av vérdet
pa X, sé bidrar ju inte X, med négon forklarande effekt for Y. Tvdrtom kommer nérvaron av X, i
regressionsmodellen att skapa snedvridande effekter i regressionsanalysen. Exempel pa effekter som

kan uppsta ér foljande:

o Konfidensintervallen for regressionsmodellens parametrar blir mycket stora.

o En eller flera parametrar i regressionsmodellen far védrden som uppenbart &r
orimliga med avseende pa storlek och/eller tecken.

o Uteslutande av en variabel frdn modellen ger stor inverkan pa vérdet

for andra variablers parametrar.

Nér man misstdnker multicolinjdritet &r det viktigt att man forsoker utreda vilka variabler som é&r
colinjéra, och utesluter variabler frdn modellen sé att inga colinjéra variabelrelationer aterstar.

8.11 F-test av regressionssamband

Det generella sittet att testa huruvida en regressionsmodell &r signifikant, d.v.s. om regressions-
sambandet mellan Y och de aktuella X-variablerna &r tillrickligt ”bra” for att man ska kunna havda
att modellen faktiskt forklarar sambandet mellan variablerna, &r att gora en F-test. Generellt innebér
detta att man genomf6r hypotestesten

HO: 3, =45,=..=8,=0
HI: Minstenav 8, f,, ..., 3, &r skild frén 0

for en regressionsmodell med & X-variabler. Testet gors i F-fordelningens hogra svans. I fallet med
en enda X-variabel s dr denna test ekvivalent med den #-test vi sag tidigare i kapitlet, och vi kommer

att illustrera tillvdgagangsséttet baserat pa enkel linjar regressionsanalys.

Testets F-virde beriknas da som

o 55,85,
SS, [(n—2)

med 1 och n — 2 frihetsgrader.
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Exempel 8.6

Utga fran exempel 8.1 — 8.5. Kontrollera med en F-test om regressionsmodellen dr signifikant pa
nivan 1%.

Losning

Vi berdknar F-virdet for testen:

Fe 537400-73734,9 2515

73734,9 /(6 —-2)
Kritiskt  for o = 0,01 samt 1 och 6 — 2 =4 frihetsgrader &r enligt tabell A7 lika med 21,20. Saledes
kan HO forkastas eftersom 21,20 <25,15.

Can you imagine a

mobile phone =
printed BTQ

on your skin?

Or clothes which monitor your health? Or an airliner that's too
scared to crash? If you can, you're already thinking about the
kinds of things we're thinking about at BT.
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we're searching for right now, with the vision to take BT fast-
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9. Chitva-tester

9.1 Inledning

I kapitlet om hypotestest introducerades chitva-fordelningen, vilken anvindes for att testa hur en
populationsvarians forholl sig till ett visst védrde. Chitva-fordelningen kan @ven anvéndas till andra
typer av tester som dr mycket anvindbara. I detta kapitel ska vi titta pa nagra sddana tester.

Den grundldggande idén dr densamma i samtliga tester. Vi har stickprovsdata i termer av observerade

frekvenser — d.v.s. antal faktiskt observerade utfall — for var och en av ett antal mgjliga kategorier.
Var data &r alltsé alltid kvalitativ eller diskret kvantitativ. En chitva-test baseras sedan pa att man
berdknar forvintade frekvenser for var och en av de mojliga kategorierna under forutsittning att den
nollhypotes man vill testa faktiskt &r sann. Om de observerade frekvenserna skiljer sig tillrédckligt
mycket fran de férviantade sd drar man slutsatsen att nollhypotesen 4r falsk. Den testvariabel som
utnyttjas dr genomgaende y>. Varje sddan test gors i chitva-fordelningens hogra svans.

Som kommer att framga ldngre fram &r det ibland sa att det ar oklart hur manga kategorier man bor
arbeta med, och/eller att anvéndaren sjilv kan definiera kategorierna. Det ér da viktigt att tinka pa att
en chitva-test forutsétter att den forvéntade frekvensen i var och en av de kategorier som anvinds dr
tillracklig stor. En tumregel dr att den férviantade frekvensen inte ska understiga 5 i nagon kategori.

9.2 Test av anpassningsgrad - diskret fordelning

Som har framgatt av tidigare kapitel gors ofta ett antagande om vilken foérdelning stickprovsdata
hamtats fran. Det dr ofta mojligt att testa om stickprovsdata ér tillrdckligt vl anpassad till en viss
teoretisk fordelning for att ett sddant antagande ska kunna anses vara rimligt eller ej. Man talar da om
ett fest av anpassningsgrad. (pa engelska: test of goodness-of-fit).

Vid test av anpassningsgrad géller generellt att antalet frihetsgrader i respektive fall 4r lika med antalet
kategorier minus 1. Om man maéste skatta parametervérden av nagot slag med hjilp av stickprovsdata

for att kunna genomfora testen reduceras antalet frihetsgrader ddrutéver med 1 per sadan parameter.
Testets y>-virde berdknas som

£ (0,—¢)

XZ — Z i i

i=1 ei
ddr k &r antalet kategorier, o, den observerade frekvensen for kategori i, och e, den forvintade
frekvensen for kategori 7 under forutséttning att nollhypotesen dr sann.
Exempel 9.1
I en marknadsundersokning fick 140 slumpmaéssigt utvalda personer blindtesta fyra olika sorters

lask, betecknade A, B, C och D, varefter de bestimde vilken ldsk de féredrog. Resultatet framgar av
nedanstaende tabell.
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Lask A B C D
Observerad 34 45 42 19
frekvens

Testa om man med a = 0,01 kan dra slutsatsen att smaken &r olika.
Lésning
Vi har hypoteserna

HO: Smaken ir lika
H1: Smaken ir olika

Om smaken faktiskt dr lika, som HO sdger, s maste den forvintade frekvensen vara densamma i
alla fyra kategorierna. Med 140 “f6érsokspersoner” blir det saledes 140 / 4 = 35 per kategori. Vi kan
saledes berikna testets y>-virde som

_ 2 _ 2 _ 2 _ 2
oo (439 (@5-35° (42-35° (19-35)

=116
35 35 35 35

Kritiskt y*-vdrde med 4 — 1 = 3 frihetsgrader &dr 11,3449 enligt tabell A3. Eftersom 11,3449 < 11,6
forkastas HO.

En karridr pa Ernst & Young

En del slutar att l&ra =ig ndr de barjar sitt forsta arbete.
Andra [ Er sig hela tiden och fortsétter att utvecklas under
sin karridr. Det kan bero pa att de bdrjat jobba pa ett fSretag
som erbjuder utmanande arbetsuppgifter och utbildning
under hila karridren. Hos Emst & Young finns manga

mdbjligheter till karidrubveckling.

Emst & Young erbjuder ett utmanande arbete med goda méjligheter till utveckling inom
revision, redovisning och ekonomisk ridgivning, skatt, transaktionsradgivning eller nagot
av foretagets specialisiomraden bland annat inom riskhantering eller branscher som bank

och finans.
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Exempel 9.2

Antalet betjdnade kunder i en viss skonhetssalong per timme under en vecka har observerats under de
55 oppettimmar salongen haft under en vecka. Resultatet framgéar av tabellen nedan.

Antal
kunder 0 1 2 3 4 5
Observerad 3 7 11 14 15 5
frekvens

Testa med a = 0,05 om poissonfordelning kan antas foreligga for slumpvariabeln “antal
betjanade kunder”.

Losning
Vi har hypoteserna

HO: Poissonférdelning foreligger
H1: Poissonfordelning foreligger inte

Om poissonfordelning foreligger s& maste vi ha fordelningens véntevirde (dess enda parameter)
for att kunna berdkna forvintade frekvenser. Hypoteserna sédger inget om vad detta vintevérde
ska antas vara, sd vi maste berdkna det genomsnittliga antalet kunder per timme med hjilp av
stickprovsdatan till

X=0-3+1-7+2-11+3-14+4-15+5-5)/55=2,8364

varvid vi har forlorat en frihetsgrad. Med hjélp av den vanliga poissonformeln (se kapitel 3) berdknar
vi sedan de forviantade frekvenserna. Resultatet framgar av nedanstaende tabell.

Antal 5 eller
under 0eller1 2 3 4 fler

Observerad 10 11 14 15 5
frekvens

Forvantad 12,37 12,97 12,26 8,70 8,69
frekvens

Observera att vi maste sla ihop kategorierna 0 och 1 kunder till en kategori, liksom alla kategorier
over 4 kunder , eftersom vi annars hade haft kategorier med forvintad frekvens under 5.
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Vi kan nu berékna testets y>-virde som

2 2 2 2 2
,_(10-1237)° (11-12,977 (14-12,26)° (15-18,7) (5-8.69) _

7,13
12,37 12,97 12,26 8,7 8,69

Kritiskt y*-vdrde med 5 — 1 — 1 =3 frihetsgrader dr 7,81472 enligt tabell A3. Eftersom 7,81472 > 7,13
kan HO inte forkastas med a = 0,05.

9.3 Test av anpassningsgrad - kontinuerlig fordelning

I exempel 9.2 i ovanstdende avsnitt var det relativt enkelt att definiera de kategorier som skulle
anvindas, eftersom det rorde sig om en diskret fordelning. Det var da bara en fraga om att se till sa
att inget av de mojliga diskreta utfallen hade en forvintad frekvens som understeg 5.

Om man vill testa om stickprovsdata kan antas komma fran en kontinuerlig fordelning finns per
definition ett odndligt antal utfall, och man maste som anvéndare dé sjdlv dela in utfallsrummet i
intervaller for att astadkomma de kategorier som chitva-testen kraver. Huvudregeln r att man ska
forsoka definiera kategorierna s att den forvéntade frekvensen i respektive kategori blir ungefir lika.
Nir det géller antalet kategorier sé far man i varje enskilt fall goéra en avviagning mellan det positiva
faktum att manga kategorier innebér fler frihetsgrader, och det negativa faktum att fler kategorier
leder till att forvéantad frekvens per kategori sjunker.

Exempel 9.3

Ett slumpmaéssigt urval om 40 kunder i en butik kartlades i termer av bland annat den totalsumma de
handlade for. Resultatet (i euro per kund) framgér nedan:

31,70 6,00 32,80 22,80
22,70 31,60 28,00 33,10
34,20 38,60 36,20 24,90
29,10 33,10 49,60 61,00
34,00 23,60 26,80 31,70
15,70 9,90 17,90 56,60
46,50 43,10 35,70 29,50
38,90 52,90 27,80 35,80
12,40 42,10 37,60 35,10
17,00 32,10 43,70 24,20

Kan kopesumman per kund antas vara en normalfordelad slumpvariabel? Anvénd a = 0,1.
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Lésning
Vi har hypoteserna

HO: Normalfordelning foreligger
H1: Normalfordelning foreligger inte.

For att kunna konstruera intervaller som dr ungefar lika sannolika krévs att vi har information om
medelvirde och standardavvikelse. Fran stickprovsdatan far vi x = 32,15 och s = 12,00, vilka vi
anvénder som skattningar av u och o. Vi skattar alltsd tva parametrar med stickprovsdata, vilket
kostar tva frihetsgrader.

Hur ménga kategorier ska vi anvinda? Eftersom normalfordelningen &r symmetrisk kan det vara
vettigt med ett jamnt antal. Fler &n 8 &@r dock inte ens teoretiskt majligt, eftersom 40 / 8 =5, vilket &r
absolut minimum for férvéantad frekvens per kategori. For sdkerhets skull kan vi anvinda 6 kategorier,
sa har vi lite marginal vad géller forviantade frekvenser. I sa fall ska kategorierna definieras sé att
varje kategori kan forvintas innehalla ungefdr 1 /6 = 0,1667 av den totala stickprovsstorleken. Fran
tabell A1 kan vi avldsa att P(Z > 1) = 0,1587 och sdledes vet vi ocksa att P(Z <— 1) = 0,1587. Vi
ser ocksa att P(0 <Z<0,44)=0,3300 — 0,1585 = 0,1713 och saledes dven att P(0 > Z > —0,44) =
0,1713. Avslutningsvis har vi att P(0,44<72<1)=0,5-0,1713 - 0,1585 = 0,17 och ddrmed &ven att
P(—-0,44 > 7Z>—1)=0,17. Darmed har vi delat in normalfordelningen i sex intervaller av ungefér
samma storlek. Med omvénd Z-transformation hittar vi enkelt de fem granserna for indelning i dessa
sex kategorier enligt HO:

1.32,15-1-12=20,15
2.32,15-0,44 - 12 =26,87
3.32,15

4.32,15+0,44 - 12=37,43

5.32,15+1-12=44,15
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Vi kan nu ridkna observerade och forvintade frekvenser for de olika kategorierna sammanfatta det

hela 1 tabellform:

Intervall Observerade Férvantade
frekvenser frekvenser
< 20,15 6 0,1587:40 = 6,348
20,15 - 26,87 6 0,1713-40 = 6,852
26,87 - 32,15 8 0,17-40 = 6,8
32,15 - 37,43 9 0,17-40 = 6,8
37,43 - 44,15 6 0,1713-40 = 6,852
> 44,15 5 0,1587:40 = 6,348

Vi kan nu berikna testets y*-virde som

_ 2 _ 2 _ 2 _ 2 _ 2 _ 2
»_(6-6348)° (6-6,852° (8-68° (9-68) (6-6852)° (5 66;%:;8) ~

6,348 6,852

6,8

6,8

6,852

=1,44

Kritiskt y*-virde med & = 0,1 och med 6 — 1 —2 = 3 frihetsgrader dr 6,25139 enligt tabell A3. Eftersom

6,25139 > 1,44 kan HO inte forkastas.

9.4 Korstabellanalys

Ett vanligt sitt att presentera resultatet av en undersékning dir respondenterna far svara pa flera
olika fragor ar att anvidnda korstabeller for att ge en oversiktlig bild av hur de som svarar pa en viss
fraga tenderar att svara pa en annan fraga. Om 100 slumpmassigt utvalda ménniskor tillfragades om
dels kon och dels om sin uppfattning nér det giller EU sa skulle resultatet kunna beskrivas som i

korstabellen nedan.

Man Kvinnor
Positiv till EU 34 15
Negativ till EU 29 22

Kan man pa basis av denna tabell utan vidare dra slutsatsen att mén generellt 4r mer positiva till
EU? Nej, naturligtvis inte utan att genomfora ndgon form av analys som pekar pé att det &r sé.
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Standardmetoden for att analysera huruvida en klassificeringskategori (i detta fall: kon) &r oberoende
av en annan (i detta fall: uppfattning om EU) é&r att anvénda en chitvé-test. Testen baseras pa den
sannolikhetsteoretiska definitionen av oberoende. I kapitel 2 definierades tva handelser 4 och B som
oberoende om P(ANB)=P(A)-P(B) .

Notera att varje “ruta” i korstabellen hor till en viss rad och en viss kolumn. Om klassificering
skategorierna &r oberoende enligt P(ANB)=P(A4)-P(B) sé ska den forvintade frekvensen i en
viss ruta vara lika med summan av radens observerade frekvenser multiplicerat med summan av
kolumnens observerade frekvenser dividerat med den totala stickprovsstorleken. Nér man pa det
sdttet har tagit fram observerade och forviantade frekvenser sd kan man anvinda en chitva-test for
att testa nollhypotesen att klassificeringskategorierna &r oberoende pa det vanliga sittet. Den enda
skillnaden jamfort med tidigare &r att antalet frihetsgrader berdknas som

df=(r—1(c-1)
dar r ar lika med antalet rader och ¢ dr lika med antalet kolumner 1 korstabellen.

Det finns ingen 6vre grians for hur manga rader och/eller kolumner som korstabellen kan besta av for
att en chitva-test ska vara adekvat som analysverktyg.

Studentmoljligheter

Vi anser att det &r valdigt viktigt med goda studentrelationer da var
firmaga att arbeta med framtidens teknik i hig grad beror pd att
vi lyckats attrahera mé&nga professionella medarbetare.

Vi wet att morgondagens duktiga medarbetare &r
landets studenter och vill darfér finnas med pd
arbetsmarknadsdagar och andra student-
massor, samt erbjuda praktikmajligheter
och examensarbeten i den mén vi kan.
Engagemang och deltagande i olika
projekt, foreldsningar etc, ger oss
ett stort menvarde som faoretag!
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Chitva-tester

Exempel 9.4

Testa med o = 0,05 om det finns beroende mellan kén och uppfattning om EU nédr 100 slumpvis
tillfragade personer tillfragats och observerade frekvenser ér:

Man Kvinnor
Positiv till EU 34 15
Negativ till EU 29 22

Lésning

Vi har n = 100 och hypoteserna

HO: Det rader oberoende mellan koén och uppfattning om EU

H1: Det rader inte oberoende mellan kén och uppfattning om EU.

Vi berdknar rad-, kolumn- och totalsumma:

Maén Kvinnor Total
Positiv till EU 34 15 49
Negativ till EU 29 22 51
Total 63 37 100
Forvéntade frekvenser under antagandet att HO &r sann blir da:
Man Kvinnor

Positiv till EU

49 - 63/100=30,87

49 - 37/100=18,13

Negativ till
EU

51 -63/100=32,13

51.37/100=18,87
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Vi kan nu berékna testets y>-virde som

»_ (3423087 (I5-1813)° (29-32,13)° (22-18,87)

=1,68
30,87 18,13 32,13 18,87

Kritiskt y?-virde med o = 0,05 och med (2 — 1)(2 — 1) = 1 frihetsgrad dr enligt tabell A3 lika med
3,84146. Eftersom 3,84146 > 1,68 kan HO inte férkastas.

TeliaSonera

Enkelhet gor allting mojligt

En riktig utmaning vacker innovationskraften och
kampagloden i oss. Vi vill gora det mojligt for vara
kunder att kopplas samman och kommunicera pa
avstand, var som helst, nar som helst.

Vi vill gora teknik osynligt och ta enkelhet till en

niva dar den gor verklig skillnad. Tekniken finns
dar, bakom kulisserna, och det kravs professionella
medarbetare som vara fér att hantera den for var
kunder.
www.teliasonera.se
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10. Icke-parametriska metoder

10.1 Inledning

Icke-parametriska (eller parameterfria/férdelningsfria) metoder skiljer sig fran parametriska metoder
satillvida att inget sdrskilt antagande om nagon populationsparameter behover goras. I t.ex. en #-test
eller en variansanalys antas bland annat att populationsparametern som undersoks dr approximativt
normalférdelad. En fraga som ofta uppstar dr vad man gér om normalférdelning inte kan antas rada,
och svaret pa den fragan &r att man da helt enkelt inte far anvénda #-test eller variansanalys. Istéllet
far man anvinda metoder som inte krdver nagon specifik férdelning.

I detta kapitel ska vi titta pa nagra alternativ till z-test, variansanalys och regressionsanalys som kan
anvéndas nir normalférdelningsantagandet inte dr uppfyllt. Dessa metoder baseras inte pa nagot
starkare antagande dn att observationerna dr mojliga att rangordna. Det innebér att de ersitter de
metoder vi har sett tidigare i denna bok vid tva tillféllen:

1. Nér datan man arbetar med dr pa intervall- eller kvotskalan, men dér ett antagande om
normalf6érdelning kan antas vara felaktigt.

2. Nér datan man arbetar med 4r pa ordinalskalan.

Sarskilt viktig dr punkt 2 ovan. Méanga olika slag av undersokningar baseras pé att respondenter far
avge svar “pa en skala” pa fragor. Den data man da erhéller dr pa ordinalskalan, vilket innebér att
parametriska metoder inte far anvéndas for dataanalysen. Just detta fel ser man &ndé ofta att folk gor.
Fundera dérfor alltid pé vilka antaganden en viss analysmodell baseras pa innan du anvénder den,
och vilj dérefter en modell som inte krdver mer av den data du har dn vad datan faktiskt uppfyller.

10.2 Teckentest

Som ettalternativ till en enkel z-test (se avsnitt 6.4) kan en feckentest anvéndas. Hér testas nollhypotesen
att en populationsmedian M, dr hogst, ldgst, eller lika med ett visst virde M. Testen baseras formellt
pa binomialférdelningen, men vi kommer i denna bok endast att studera hur testen gors under normal-
fordelningsapproximation, vilket i detta fall forutsatter att stickprovsstorleken » > 10.

Tillvigagangssittet for en teckentest dr foljande: Bestdm forst vérdet for variabeln S:

° Om HO: M > M, sé ér S lika med antalet observationer i stickprovet som 6verstiger M.
o Om HO: M < M, s &r § lika med antalet observationer i stickprovet som understiger M,
o Om HO: M = M, s& dr S lika med det storsta av a) antalet observationer i stickprovet som

overstiger M, respektive b) antalet observationer i stickprovet som understiger M,
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Berikna sedan testets Z-virde som
L (§-0,5-0,5n

0,5Vn

Exempel 10.1

En tillverkare av glodlampor hdvdar att medianvérdet f6r deras glodlampors livslangd adr minst 3
hela ar. Ett stickprov om 30 glédlampor av den aktuella typen tas och deras livslingd observeras.
Resultatet framgar av tabellen nedan.

Livslangd | 4 1-2 2.3 | 3-4 4-5 56 | 6-7
(ar)
Observerad 11 8 6 3 1 0 1
frekvens

Kan man pa basis av detta stickprov hédvda att tillverkaren har fel med o = 0,01?
Losning
Vi har hypoteserna

HO:Md23
Hl:Md<3

Antalet av de 30 observerade livsldngderna som Overstiger 3 ar &r 5 st. Vi berédknar alltsa testets Z-
virde till

,_(5-0,5-0530

0,5+/30

-3,47

Eftersom H1 &r av karaktdren “mindre dn” genomfors testet i Z-fordelningens vénstra svans. Kritiskt
Z-virde for en ensidig test for o = 0,01 kan da avldsas fran tabell A1 till -2,33. Eftersom -2,33 > -3,47
forkastas HO.

10.3 Wilcoxons teckenrangtest

Som alternativ till den parvisa #-testen (se avsnitt 6.11) kan Wilcoxons teckenrangtest anviandas. Har
testas nollhypotesen att skillnaden mellan tva populationsmedianer, M, och M,, dr hogst, lagst, eller
lika med noll. Nér antalet observerade par ér litet baseras testen pa en fordelning som inte tas upp i
denna bok, men nér » > 20 kan normalférdelningsapproximation anvéndas.

Tillvigagangssittet dr att berdkna differensen mellan vart och ett av de n dataparen, utesluta de
datapar som har differensen O frén testen, och dérpa rangordna differensernas absolutvirden. Datapar
med differensen 0 utesluts fran testen. Dérefter beridknas storheterna 7~ och 7" dir
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o T~ =summan av rangvérdena (“’platssiffrorna”) for de datapar som har negativ differens
o T "= summan av rangvirdena for de datapar som har positiv differens

Nér flera datapar har samma absoluta differens sa far samtliga ett rangviarde motsvarande deras
genomsnittliga rangvérde.

Virdet pa variabeln 7 definieras sedan pa foljande sétt:
o OmHO: M < M,sdarT=T"
o OmHO: M, > M,saarT=T "saarT=T"
o Om HO: M, = M, sa &r T = det minsta av Toch T~

Testets Z-virde berdknas som

T n(n+1)
_ 4
\/ n(n+1)(2n+1)
24

Exempel 10.2

28 slumpmdssigt valda kunder fick svara pa hur positivt instillda de var till en viss nojespark nir de
gick in i parken. Samma kunder svarade dven pa samma fraga nir de lamnade parken. Svaren avgavs
pa en skala 1 — 7 dér 7 betydde att man var maximalt positiv. Resultatet framgar av tabellen nedan.

Kund 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
In 3 4 5 3 4 5 7 5 3 4 5 7 4 4
ut 5 5 6 7 5 4 6 6 5 4 5 7 6 3

Kund 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28
In 4 3 4 5 1 3 3 4 5 3 5 6 7 3
ut 2 2 4 5 5 5 4 6 6 4 7 6 5 7

Kan man med a = 0,05 dra slutsatsen att kunderna dr mer néjda nér de ldmnar parken?
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Lésning
Vi far hypoteserna

HO: M, > M,
HI: M, < M,

Vi berdknar de absoluta differenserna mellan varje enskild observation, exkluderar de sex
observationerna med 0 i differens, och ger varje absolut differens sitt rangvarde. Vihar 11 observationer
med den absoluta differensen 1, vilket innebér att dessa 11 observationer har det genomsnittliga
rangvirdet 6 (medelvérdet av platssiffrorna 1 till 11). Vi har sedan 8 observationer med den absoluta
differensen 2, vilket ger dessa observationer det genomsnittliga rangvirdet 15,5 (medelvérdet av
platssiffrorna 12 till 19), och sa vidare. De rangvarden som hor till en negativ differens summeras
sedan till 7, medan de rangvirden som hor till en positiv differens summeras till 7 . Alltsammans
sammanfattas i nedanstdende tabell.

{g Merrill Lynch

If you seek a truly outstanding employment experience, there’s never been a
better time to join Merrill Lynch.

At Merrill Lynch you will share in a sense of pride that runs throughout our
organization. Pride in a premier financial services brand. Pride in our
industry position and continued leadership in products and services. And
pride in our people who create comprehensive solutions for clients and
foster groundbreaking innovation.

WWW.ML.COM
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Kund Fére Efter Differens | Absolut differens Rangvérde pi:ir;?v"iirg:::;s ngg;]g\\//aurl?fi for
1 3 5 -2 2 15,5 15,5
2 4 5 -1 1 6 6
3 5 6 -1 1 6 6
4 3 7 -4 4 21 21
5 4 5 -1 1 6 6
6 5 4 1 1 6 6
7 7 6 1 1 6 6
8 5 6 1 1 6 6
9 3 5 -2 2 15,5 15,5
10 4 4 0
11 5 5 0
12 7 7 0
13 4 6 -2 2 15,5 0 15,5
14 4 3 1 1 6 6
15 4 2 2 2 15,5 15,5
16 3 2 1 1 6 6
17 4 4 0
18 5 5 0
19 1 5 -4 4 21 21
20 3 5 -2 2 15,5 15,5
21 3 4 -1 1 6 6
22 4 6 -2 2 15,5 15,5
23 5 6 -1 1 6 6
24 3 4 -1 1 6 6
25 5 7 -2 2 15,5 15,5
26 6 6 0
27 7 5 2 2 15,5 15,5
28 3 7 -4 4 21 21

T*=55 T =198

De sex observationer med 0 i differens utesluts fran testen, som alltsd baseras pa n = 28 — 6 =
22, vilket innebir att vi kan anvidnda normalfordelningsapproximation. Vi har en nollhypotes av
karaktiren M,> M, sa T=T "= 55. Testets Z-virde blir da

n(n+1) 22(22+1)

R 75

\/n(n+1)(2n+1) \/22(22+1)(2-22+1) 30,8 ’
24 24
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Kritiskt Z-véarde for o = 0,05 1 vénstra svansen dr enligt tabell Al lika med -1,64. Eftersom -1,64 >
-2,32 sa forkastas HO.

10.4 Mann-Whitneys test

Som alternativ till #-testen for tva oberoende populationer (se avsnitt 6.4) kan Mann-Whitneys test
(kallas ibland Wilcoxons rangsummetest — icke att forvixla med Wilcoxons teckenrangtest som
illustrerades ovan) anvindas. Hér testas nollhypotesen att skillnaden mellan tva populationsmedianer,
M, och M, dr hogst, lagst, eller lika med noll. Nér antalet observationer frdn minst en av populationerna
dr litet baseras testen pd en fordelning som inte tas upp i denna bok, men nér n, > 10 och n,> 10 kan
normalfoérdelningsapproximation anvéndas.

Tillvigagangssittet &dr foljande: Uttryck forst hypoteserna sé att n, <n,. Rangordna sedan de n, + n,
observationerna fran lagsta till hogsta varde. Nar flera observationer har samma virde sé far samtliga
ett rangvarde motsvarande deras genomsnittliga rangvérde. Virdet pé variabeln 7 definieras nu som
summan av rangvérden for stickprovet fran population 1.

Testets Z-virde berdknas sedan som

n(n, +1)+nn,
) _
\/nlnz(nl +n, +1)
12

T

Nu har du chans att vinna den ultimata

Virde 60 000 kr

www.statravel.se
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Exempel 10.3

24 slumpmadssigt utvalda personer (11 mén och 13 kvinnor) fick bedoma pé en skala 1 — 10 (dar 10
ar bast) vad de tyckte om kvaliteten pa en viss utbildning de hade genomgatt. Resultatet framgar av
tabellen nedan.

Man 9 7 6 7 5 5 7 8 7| 4 5

Kvinnor 4 4 6 5 8 7 4 5 6 5 3 4 5

Kan man med o = 0,01 dra slutsatsen att miannen i medeltal & mer n6jda &n kvinnorna?
Lésning
Vi sitter médnnen som population 1 eftersom 11 < 13 och far hypoteserna

HO: M, < M,
HI: M,> M,

Vi ger ddrefter var och en av de 11 + 13 = 24 observationerna sitt rangvérde. Vi har en 3:a som
lagsta virde, den far rangvirdet 1. Vi har dédrefter 5 st. 4:or pa platserna 2 till 6. Deras genomsnittliga
rangvérde dr alltsa 4, och sa vidare. Resultatet framgar av tabellen nedan.
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Population Varde Rangvarde
1 9 24
1 7 19
1 6 15
1 7 19
1 5 10
1 5 10
1 7 19
1 8 22,5
1 7 19
1 4 4
1 5 10
2 4 4
2 4 4
2 6 15
2 5 10
2 8 22,5
2 7 19
2 4 4
2 5 10
2 6 15
2 5 10
2 3 1
2 4 4
2 5 10

Vi summerar rangvérdena for observationerna fran population 1:

T=24+19+..+10=171,5
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Sedan beridknas testets Z-virde:

1111+ 1)+11-13
ST s,

\/11-13(11+13+1) 17,26
12

-1,97

Kritiskt Z-vérde for a = 0,01 &r enligt tabell A1 lika med -2,33. HO kan séledes inte férkastas, eftersom
-2,33<-1,97.

10.5 Kruskal-Wallis test

Som alternativ till envédgs variansanalys for 3 eller fler oberoende populationer (se kapitel 7) kan
Kruskal-Wallis test anviandas. Hér testas nollhypotesen att skillnaden mellan tre populationsmedianer
ar lika med noll. Nér antalet observationer fran minst en av populationerna &r litet baseras testen
pa en fordelning som inte tas upp i denna bok, men nér stickprovsstorleken fran var och en av de
populationer som undersoks dr atminstone 5 kan chitva-férdelningsapproximation anvéndas. Denna
test paminner mycket om Mann-Whitneys test (de &r rent tekniskt identiska om antalet populationer
som undersoks 4r tva).

Antag att vi har stickprovsdata pa minst ordinalskalan fran & olika populationer. Precis som 1 Mann-
Whitneys test inleder man d& med att tilldela var och en av de n=n, +n,++ ... + n, observationerna
ett rangvdarde. Aven hér 4r det sa att nér flera observationer har samma vérde s& far samtliga ett
rangvérde motsvarande deras genomsnittliga rangvirde. Vi definierar sedan 7, som summan av
rangvérden fran stickprov 1, 7, som summan av rangvérden frén stickprov 2 och sé vidare upp till 7,
som summan av rangvérden fran stickprov k. Darefter berdknas vérdet for testvariabeln H som

k TZ
H—LZ+—3(;1+1)

- n(n+1) 3 n

som approximativt foljer en chitva-férdelning med & — 1 frihetsgrader.

Studentia.se freE-Learning www.studentia.se
101



Lar latt! Statistik - Kompendium Icke-parametriska metoder

Exempel 10.4

En butik delar in sina kunder i tre kategorier: yngre, medelalders och dldre. Man vill nu testa
om kunderna i medeltal kan antas vara inne i butiken lika linge. Man miter déarfor hur linge 5
slumpmissigt valda kunder fran respektive kategori &r inne i butiken. Resultatet (i minuter) framgar
av tabellen nedan.

Yngre Medeldlders Aldre
4 6 13
7 8 3
3 14 5
4 8 6
11 18 5

Kan man med o = 0,05 dra slutsatsen att nagon alderskategori i medeltal 4r inne ldangre i butiken én
nagon annan?

STUDENTER FAR
PA ALLA MEAL OVER

Kan ej kombineras med andra erbjudanden. Géller endast fér ett meal per képtillfglle och p& medverkande
Burger King-restauranger i Sverige. Gller under léséret 06/07 mot uppvisande av giltig studentlegitimation.
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Lésning

Vi ger var och en av de 5 + 5 + 5 = 15 observationerna sitt rangvérde. Vi har 2 st. 3:or som ldgsta
virde — deras genomsnittliga rangvérde &r alltsa 1,5. Vi har dérefter 2 st. 4:or pa platserna 3 och 4.
Deras genomsnittliga rangvirde &r alltsa 3,5, och sa vidare. Resultatet framgér av tabellen nedan.

Population Varde Rangvarde
1 4 3,5
1 7 9
1 3 1,5
1 4 3,5
1 11 12
2 6 7,5
2 8 10,5
2 14 14
2 8 10,5
2 18 15
3 13 13
3 3 1,5
3 5 5,5
3 6 7,5
3 5 5,5

Vi summerar dérefter rangvirdena for var och en av populationerna:
7, =3,5+9+1,5+3,5+12=29,5
T,=7,5+10,5+14+10,5+15=57,5

T,=13+1,5+5,5+7,5+5,5=33

Vi kan nu beridkna virdet for testvariabeln H:

2 2 2
H=—12 [223 515 35| 5501 = 4,655
1505+ 5 5 5

Kritiskt y?-vdrde for & = 0,05 med 3 — 1 = 2 df ér enligt tabell A3 lika med 5,99148. Saledes kan HO
inte forkastas, eftersom 5,99148 > 4,655.
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10.6 Spearmans rank-korrelationstest

Som alternativ till den ”vanliga” korrelationskoefficienten vid sambandsanalys for tva slumpvariabler
X och Y (se avsnitt 8.2) kan Spearmans rank-korrelationstest anvindas. Denna forutsétter endast att
X-och Y-virdena édr rangordningsbara, d.v.s. de kan vara pa ordinalskalan eller de kan vara kvantitativ
data med godtycklig fordelning.

Idén &r helt enkelt att berdkna korrelationskoefficienten » med den vanliga formeln, men pa basis
av observationernas rangvirden istéllet for observationerna 1 sig. P4 samma sétt som innan sa blir
det sa att ndr flera observationer har samma vérde sa far samtliga ett rangvirde motsvarande deras
genomsnittliga rangvérde.

Tolkningen av denna korrelationskoefficient blir densamma som foér den vanliga korrelationskoef
ficienten. For mindre vdrden pa n kommer » dock att folja en férdelning som inte tas upp i denna
bok. For storre varden pa » (tumregel: » > 10) kan ddremot ¢-fordelningen anvéndas for att analysera
nollhypotesen att den sanna korrelationskoefficienten dr hogst, ldgst, eller lika med noll. Testets #-
virde berdknas da enligt formeln

med n — 2 frihetsgrader.
Exempel 10.5
10 studenter tillfragas om hur ménga timmar de har arbetar med en viss inldmningsuppgift, for att

kunna analysera om det finns nadgot samband mellan arbetsinsats och betyg. Betyg gavs pa en skala
1 —5 dar 5 ar bast. Resultatet framgar av tabellen nedan.

Student Timmar Betyg
1 3 2
2 5 4
3 4 3
4 8 3
5 7 4
6 9 4
7 6 3
8 6 2
9 10 5
10 7 5
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Finns det ndgon signifikant korrelation mellan betyg och arbetsinsats i tid rdknat? Anvind o = 0,05.
Lésning

Vi berdknar forst rangviardena for variablerna “timmar” respektive “betyg” var for sig for
respektive student:

s | |
' 1 1,5
2 3 7
3 R .
4 g )
> 6,5 .

6 9 7
7 45 ,
8 4,5 s
9 10 o5
10 6,5 05
& Electrolux www.electrolux.se
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Berékning av korrelationskoefficienten med den vanliga formeln (se avsnitt 8.2) ger » = 0,63 (prova
sjalv!). Stickprovsdatan indikerar alltsé en viss korrelation. Vi vill testa om den é&r signifikant positiv,
och féar da hypoteserna

HO: p <0
Hl: p>0

Testets 7-varde beriknas till

,_rln-2_0,63J10-2

= = =2,29
Ji-2 \J1-0,63

Kritiskt 7-véarde for 10 — 2 = 8 df dr enligt tabell A2 lika med 1,8595. Séledes kan HO
forkastas, eftersom 1,85 <2,29.
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Tabell A1: Standardnormalférdelningen

Tabellen visar P(Z > z) = If(z)dz nédr Z~N(0, 1).

Exempel: Nar Z~N(0, 1) sa blir P(Z> 1,42) = 0,0778

z 000 | 001 [ 002 | 003 | 004 [ 005 | 006 | 007 [ 008 | 0,09
0,0 | 0,5000 [ 0,4960 | 0,4920 | 0,4880 | 0,4840 | 0,4801 | 0,4761 | 0,4721 | 0,4681 | 0,4641
0,1 | 04602 | 0,4562 | 0,4522 | 0,4483 | 0,4443 | 0,4404 | 0,4364 | 0,4325 | 04286 | 0,4247
0,2 | 04207 | 0,4168 | 0,4129 | 0,4090 | 0,4052 | 0,4013 | 0,3974 | 0,3936 | 0,3897 | 0,3859
0,3 | 03821 [ 0,3783 | 0,3745 | 0,3707 | 0,3669 | 0,3632 | 0,3594 | 0,3557 | 0,3520 | 0,3483
0,4 | 03446 | 0,3409 | 0,3372 | 0,3336 | 0,3300 | 0,3264 | 0,3228 | 0,3192 | 0,3156 | 0,3121
0,5 | 0,3085 [ 0,3050 [ 0,3015 [ 0,2981 | 0,2946 | 0,2912 | 0,2877 | 0,2843 | 0,2810 | 0,2776
0,6 | 02743 [ 0,2709 | 0,2676 | 0,2643 | 0,2611 | 0,2578 | 0,2546 | 0,2514 | 0,2483 | 0,2451
0,7 | 02420 | 0,2389 | 0,2358 | 0,2327 | 0,2296 | 0,2266 | 0,2236 | 0,2206 | 0,2177 | 0,2148
0,8 | 02119 [ 0,209 | 0,2061 | 0,2033 | 0,2005 | 0,1977 | 0,1949 | 0,1922 | 0,1894 | 0,1867
0,9 | 0,1841 | 0,1814 | 0,1788 | 0,1762 | 0,1736 | 0,1711 | 0,1685 | 0,1660 | 0,1635 | 0,1611
1,0 | 0,1587 | 0,1562 | 0,1539 | 0,1515 | 0,1492 | 0,1469 | 0,1446 | 0,1423 | 0,1401 | 0,1379
1,1 | 0,1357 | 0,1335 | 0,1314 | 0,1292 | 0,1271 [ 0,1251 [ 0,1230 | 0,1210 [ 0,1190 | 0,1170
1,2 | o,1151 | 0,1131 | 0,112 | 0,1093 | 0,1075 | 0,1056 | 0,1038 | 0,1020 | 0,1003 | 0,0985
1,3 | 0,0968 | 0,0051 | 0,0934 | 0,0918 | 0,0901 [ 0,0885 | 0,0869 | 0,0853 | 0,0838 | 0,0823
1,4 | 00808 | 0,0793 | 0,0778 | 0,0764 | 0,0749 [ 0,0735 | 0,0721 | 0,0708 | 0,0694 | 0,0681
1,5 | 00668 | 0,0655 | 0,0643 | 0,0630 | 0,0618 | 0,0606 | 0,0594 | 0,0582 | 0,0571 | 0,0559
1,6 | 0,0548 | 0,0537 | 0,0526 | 0,0516 | 0,0505 | 0,0495 | 0,0485 | 0,0475 | 0,0465 | 0,0455
1,7 | 0,0446 | 0,0436 | 0,0427 | 0,0418 | 0,0409 | 0,0401 | 0,0392 | 0,0384 [ 0,0375 | 0,0367
1,8 | 0,0359 | 0,0351 | 0,0344 | 0,0336 | 0,0329 | 0,0322 | 0,0314 | 0,0307 | 0,0301 | 0,0294
1,9 | 0,0287 | 0,0281 | 0,0274 | 0,0268 | 0,0262 | 0,0256 | 0,0250 | 0,0244 | 0,0239 | 0,0233
2,0 | 0,0228 [ 0,0222 | 0,0217 | 0,0212 | 0,0207 | 0,0202 | 0,0197 | 0,0192 | 0,0188 | 0,0183
2,1 | 0,0179 [ 0,0174 | 0,0170 | 0,0166 | 0,0162 | 0,0158 | 0,0154 | 0,0150 | 0,0146 | 0,0143
2,2 | 0,0139 [ 00136 | 0,0132 | 0,0129 [ 0,0125 | 0,0122 | 0,0119 | 0,0116 | 0,0113 | 0,0110
2,3 | 0,0107 [ 0,0104 | 0,0102 | 0,0099 | 0,0096 | 0,0094 | 0,0091 | 0,0089 | 0,0087 | 0,0084
2,4 | 0,0082 | 0,0080 | 0,0078 | 0,0075 | 0,0073 | 0,0071 | 0,0069 | 0,0068 | 0,0066 | 0,0064
2,5 | 0,0062 | 0,0060 | 0,0059 | 0,0057 [ 0,0055 | 0,0054 | 0,0052 | 0,0051 | 0,0049 | 0,0048
2,6 | 0,0047 | 0,0045 | 0,0044 | 0,0043 [ 0,0041 | 0,0040 | 0,0039 | 0,0038 | 0,0037 | 0,0036
2,7 | 0,0035 | 0,0034 | 0,0033 | 0,0032 [ 0,0031 | 0,0030 | 0,0029 | 0,0028 | 0,0027 | 0,0026
2,8 | 0,0026 | 0,0025 | 0,0024 | 0,0023 [ 0,0023 | 0,0022 | 0,0021 | 0,0021 | 0,0020 | 0,0019
2,9 |0,0019 [ 0,0018 | 0,0018 | 0,0017 | 0,0016 | 0,0016 | 0,0015 | 0,0015 | 0,0014 | 0,0014
3,0 | 0,0013 [ 00013 | 0,0013 | 0,0012 [ 0,0012 | 0,0011 | 0,0011 | 0,0011 | 0,0010 | 0,0010
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t-fordelningen.

Tabell A2: t-fordelningen

Tabellen visar kritiska virden for #-fordelningen.

Exempel: For 8 frihetsgrader sa dr 0,01 > P(¢>3) > 0,005 eftersom 2,8965 <3 < 3,3554.

df t0,1 t0,05 t0,025 t0,01 t0,005 £0,001

1 3,0777 6,3137 12,706 31,821 63,656 318,29
2 1,8856 2,9200 43027 6,9645 9,9250 22,328
3 1,6377 2,3534 3,1824 4,5407 5,8408 10,214
4 1,5332 2,1318 2,7765 3,7469 4,6041 7,1729
5 1,4759 2,0150 2,5706 3,3649 4,0321 5,8935
6 1,4398 1,9432 2,4469 3,1427 3,7074 5,2075
7 1,4149 1,8946 2,3646 2,9979 3,4995 4,7853
8 1,3968 1,8595 2,3060 2,8965 3,3554 4,5008
9 1,3830 1,8331 2,2622 2,8214 3,2498 4,2969
10 1,3722 1,8125 2,2281 2,7638 3,1693 4,1437
11 1,3634 1,7959 2,2010 2,7181 3,1058 4,0248
12 1,3562 1,7823 2,1788 2,6810 3,0545 3,9296
13 1,3502 1,7709 2,1604 2,6503 3,0123 3,8520
14 1,3450 1,7613 2,1448 2,6245 2,9768 3,7874
15 1,3406 1,7531 2,1315 2,6025 2,9467 3,7329
16 1,3368 1,7459 2,1199 2,5835 2,9208 3,6861
17 1,3334 1,7396 2,1098 2,5669 2,8982 3,6458
18 1,3304 1,7341 2,1009 2,5524 2,8784 3,6105
19 1,3277 1,7291 2,0930 2,5395 2,8609 3,5793
20 1,3253 1,7247 2,0860 2,5280 2,8453 3,5518
21 1,3232 1,7207 2,0796 2,5176 2,8314 3,5271
22 1,3212 1,7171 2,0739 2,5083 2,8188 3,5050
23 1,3195 1,7139 2,0687 2,4999 2,8073 3,4850
24 1,3178 1,7109 2,0639 2,4922 2,7970 3,4668
25 1,3163 1,7081 2,0595 2,4851 2,7874 3,4502
26 1,3150 1,7056 2,0555 2,4786 2,7787 3,4350
27 1,3137 1,7033 2,0518 2,4727 2,7707 3,4210
28 1,3125 1,7011 2,0484 2,4671 2,7633 3,4082
29 1,3114 1,6991 2,0452 2,4620 2,7564 3,3963
30 1,3104 1,6973 2,0423 2,4573 2,7500 3,3852
35 1,3062 1,6896 2,0301 2,4377 2,7238 3,3400
40 1,3031 1,6839 2,0211 2,4233 2,7045 3,3069
45 1,3007 1,6794 2,0141 2,4121 2,6896 3,2815
50 1,2987 1,6759 2,0086 2,4033 2,6778 3,2614
60 1,2958 1,6706 2,0003 2,3901 2,6603 3,2317
80 1,2922 1,6641 1,9901 2,3739 2,6387 3,1952
100 1,2901 1,6602 1,9840 2,3642 2,6259 3,1738
o 1,2815 1,6448 1,9600 2,3264 2,5758 3,0902
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Lar 1att! Statistik - Kompendium X*fordelningen.

Tabell A3: y? -férdelningen

Tabellen visar kritiska viarden for y*-férdelningen.

Exempel: For 8 frihetsgrader sa dr 0,05 > P(y> >16) > 0,025 eftersom 15,5073 < 16 < 17,5345.

a4 x 3,995 X§,99 4 3,975 X 3,95 X 3,9 X 3,1 4 5,05 4 g,ozs X 3,01 X g,oos

1 0,00004 | 0,00016 | 0,00098 | 0,00393 | 0,01579 | 2,70554 | 3,84146 | 5,02390 | 6,63489 | 7,87940
2 | 0,01002 | 0,02010 | 0,05064 | 0,10259 | 0,21072 | 4,60518 | 5,99148 | 7,37778 | 9,21035 | 10,5965
3 0,07172 | 0,11483 | 0,21579 | 0,35185 | 0,58438 | 6,25139 | 7,81472 | 9,34840 | 11,3449 | 12,8381
4 0,20698 | 0,29711 | 0,48442 | 0,71072 | 1,06362 | 7,77943 | 9,48773 | 11,1433 | 13,2767 | 14,8602
5 | 041175 | 0,55430 | 0,83121 | 1,14548 | 1,61031 | 9,23635 | 11,0705 | 12,8325 | 15,0863 | 16,7496
6 0,67573 | 0,87208 | 1,23734 | 1,63538 | 2,20413 | 10,6446 | 12,5916 | 14,4494 | 16,8119 | 18,5475
7 0,98925 | 1,23903 | 1,68986 | 2,16735 | 2,83311 | 12,0170 | 14,0671 | 16,0128 | 18,4753 | 20,2777
8 1,34440 | 1,64651 | 2,17972 | 2,73263 | 3,48954 | 13,3616 | 15,5073 | 17,5345 | 20,0902 | 21,9549
9 1,73491 | 2,08789 | 2,70039 | 3,32512 | 4,16816 | 14,6837 | 16,9190 | 19,0228 | 21,6660 | 23,5893
10 2,15585 | 2,55820 | 3,24696 | 3,94030 | 4,86518 | 15,9872 | 18,3070 | 20,4832 | 23,2093 | 25,1881
1 [ 2,60320 | 3,05350 | 3,81574 | 4,57481 | 5,57779 | 17,2750 | 19,6752 | 21,9200 | 24,7250 | 26,7569
12 3,07379 | 3,57055 | 4,40378 | 5,22603 | 6,30380 | 18,5493 | 21,0261 | 23,3367 | 26,2170 | 28,2997
13 3,56504 | 4,10690 | 5,00874 | 5,89186 | 7,04150 | 19,8119 | 22,3620 | 24,7356 | 27,6882 | 29,8193
14 | 4,07466 | 4,66042 | 562872 | 6,57063 | 7,78954 | 21,0641 | 23,6848 | 26,1189 | 29,1412 | 31,3194
15 4,60087 | 5,22936 | 6,26212 | 7,26093 | 8,54675 | 22,3071 | 24,9958 | 27,4884 | 30,5780 | 32,8015
16 5,14216 | 5,81220 | 6,90766 | 7,96164 | 9,31224 | 23,5418 | 26,2962 | 28,8453 | 31,9999 | 34,2671
17 | 5,69727 | 6,40774 | 756418 | 8,67175 | 10,0852 | 24,7690 | 27,5871 | 30,1910 | 33,4087 | 35,7184
18 6,26477 | 7,01490 | 8,23074 | 9,39045 | 10,8649 | 25,9894 | 28,8693 | 31,5264 | 34,8052 | 37,1564
19 6,84392 | 7,63270 | 8,90651 | 10,1170 | 11,6509 | 27,2036 | 30,1435 | 32,8523 | 36,1908 | 38,5821
20 | 743381 | 8,26037 | 9,59077 | 10,8508 | 12,4426 | 28,4120 | 31,4104 | 34,1696 | 37,5663 | 39,9969
22 8,64268 | 9,54249 | 10,9823 | 12,3380 | 14,0415 | 30,8133 | 33,9245 | 36,7807 | 40,2894 | 42,7957
24 9,88620 | 10,8563 | 12,4011 | 13,8484 | 15,6587 | 33,1962 | 36,4150 | 39,3641 | 42,9798 | 45,5584
26 | 11,1602 | 12,1982 | 13,8439 | 15,3792 | 17,2919 [ 35,5632 | 38,8851 | 41,9231 | 45,6416 | 48,2898
28 12,4613 | 13,5647 | 15,3079 | 16,9279 | 18,9392 | 37,9159 | 41,3372 | 44,4608 | 48,2782 | 50,9936
30 13,7867 | 14,9535 | 16,7908 | 18,4927 | 20,5992 | 40,2560 | 43,7730 | 46,9792 | 50,8922 | 53,6719
35 | 17,1917 | 18,5089 | 20,5694 | 22,4650 | 24,7966 | 46,0588 | 49,8018 | 53,2033 | 57,3420 | 60,2746
40 20,7066 | 22,1642 | 24,4331 | 26,5093 | 29,0505 | 51,8050 | 55,7585 | 59,3417 | 63,6908 | 66,7660
50 27,9908 | 29,7067 | 32,3574 | 34,7642 | 37,6886 | 63,1671 | 67,5048 | 71,4202 | 76,1538 | 79,4898
60 | 35,5344 | 37,4848 | 40,4817 | 43,1880 | 46,4589 | 74,3970 | 79,0820 | 83,2977 | 88,3794 | 91,9518
70 43,2753 | 45,4417 | 48,7575 | 51,7393 | 55,3289 | 85,5270 | 90,5313 | 95,0231 | 100,425 | 104,215
80 51,1719 | 53,5400 | 57,1532 | 60,3915 | 64,2778 | 96,5782 | 101,879 | 106,629 | 112,329 | 116,321
90 | 59,1963 | 61,7540 | 65,6466 | 69,1260 | 73,2911 | 107,565 | 113,145 | 118,136 | 124,116 | 128,299
100 67,3275 | 70,0650 | 74,2219 | 77,9294 | 82,3581 | 118,498 | 124,342 | 129,561 | 135,807 | 140,170
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Lar latt! Statistik - Kompendium F-fordelningen for o = 0,1.

Tabell A4: F-fordelningen fér o = 0,1

Tabellen visar kritiska viarden for F-fordelningen ndr o = 0,1.

Exempel: For 8 frihetsgrader i tdljaren och 5 frihetsgrader i ndmnaren s dr P(F > 4) < 0,1
eftersom 4 > 3,34

Téljarens df
Nﬁ‘“;}‘re“s 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 39,86 | 49,50 | 53,59 | 55,83 | 57,24 | 58,20 | 5891 | 59,44 | 59.86 | 60,19
2 8,53 9,00 9,16 9,24 9,29 9,33 9,35 9,37 9,38 9,39
3 5,54 5,46 5,39 5,34 5,31 5,28 5,27 5,25 5,24 5,23
4 4,54 4,32 4,19 4,11 4,05 4,01 3,98 3,95 3,94 3,92
5 4,06 3,78 3,62 3,52 3,45 3,40 3,37 3,34 3,32 3,30
6 3,78 3,46 3,29 3,18 3,11 3,05 3,01 2,98 2,96 2,94
7 3,59 3,26 3,07 2,96 2,88 2,83 2,78 2,75 2,72 2,70
8 3,46 3,11 2,92 2,81 2,73 2,67 2,62 2,59 2,56 2,54
9 3,36 3,01 2,81 2,69 2,61 2,55 2,51 2,47 2,44 2,42
10 3,29 2,92 2,73 2,61 2,52 2,46 2,41 2,38 2,35 2,32
11 3,23 2,86 2,66 2,54 2,45 2,39 2,34 2,30 2,27 2,25
12 3,18 2,81 2,61 2,48 2,39 2,33 2,28 2,24 2,21 2,19
13 3,14 2,76 2,56 2,43 2,35 2,28 2,23 2,20 2,16 2,14
14 3,10 2,73 2,52 2,39 2,31 2,24 2,19 2,15 2,12 2,10
15 3,07 2,70 2,49 2,36 2,27 2,21 2,16 2,12 2,09 2,06
16 3,05 2,67 2,46 2,33 2,24 2,18 2,13 2,09 2,06 2,03
17 3,03 2,64 2,44 2,31 2,22 2,15 2,10 2,06 2,03 2,00
18 3,01 2,62 2,42 2,29 2,20 2,13 2,08 2,04 2,00 1,98
19 2,99 2,61 2,40 2,27 2,18 2,11 2,06 2,02 1,98 1,96
20 2,97 2,59 2,38 2,25 2,16 2,09 2,04 2,00 1,96 1,94
22 2,95 2,56 2,35 2,22 2,13 2,06 2,01 1,97 1,93 1,90
24 2,93 2,54 2,33 2,19 2,10 2,04 1,98 1,94 1,91 1,88
26 2,91 2,52 2,31 2,17 2,08 2,01 1,96 1,92 1,88 1,86
28 2,89 2,50 2,29 2,16 2,06 2,00 1,94 1,90 1,87 1,84
30 2,88 2,49 2,28 2,14 2,05 1,98 1,93 1,88 1,85 1,82
35 2,85 2,46 2,25 2,11 2,02 1,95 1,90 1,85 1,82 1,79
40 2,84 2,44 2,23 2,09 2,00 1,93 1,87 1,83 1,79 1,76
50 2,81 2,41 2,20 2,06 1,97 1,90 1,84 1,80 1,76 1,73
60 2,79 2,39 2,18 2,04 1,95 1,87 1,82 1,77 1,74 1,71
70 2,78 2,38 2,16 2,03 1,93 1,86 1,80 1,76 1,72 1,69
80 2,77 2,37 2,15 2,02 1,92 1,85 1,79 1,75 1,71 1,68
920 2,76 2,36 2,15 2,01 1,91 1,84 1,78 1,74 1,70 1,67
100 2,76 2,36 2,14 2,00 1,91 1,83 1,78 1,73 1,69 1,66
9999 2,71 2,30 2,08 1,94 1,85 1,77 1,72 1,67 1,63 1,60
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Tabell A5: F-fordelningen fér a = 0,05.

Tabellen visar kritiska virden for F-fordelningen nir o = 0,05.

Exempel: For 8 frihetsgrader i tdljaren och 5 frihetsgrader i ndmnaren sa ar P(F > 5) < 0,05
eftersom 5 > 4,82

Téljarens df
Nﬁm“;;re“s | 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1614 | 199,5 | 215,7 | 224,6 | 230,2 | 234,0 | 236,8 | 2389 | 240,5 | 241,9
2 18,51 | 19,00 | 19,16 | 19,25 | 19,30 | 19,33 | 19,35 | 19,37 | 19,38 | 19,40
3 10,13 | 9,55 | 928 | 9,12 | 9,01 | 894 | 889 | 885 | 881 | 8,79
4 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,09 6,04 6,00 5,96
5 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,88 4,82 4,77 4,74
6 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 4,21 4,15 4,10 4,06
7 5,59 4,74 435 4,12 3,97 3,87 3,79 3,73 3,68 3,64
8 532 | 446 | 4,07 | 3,84 | 3,69 | 3,58 | 3,50 | 3.44 | 339 | 335
9 5,12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 3,29 3,23 3,18 3,14
10 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 3,14 3,07 3,02 2,98
11 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 3,01 2,95 2,90 2,85
12 475 | 3,89 | 3,49 | 326 | 3,11 | 3,00 | 291 | 2,85 | 2,80 | 2,75
13 4,67 3,81 3,41 3,18 3,03 2,92 2,83 2,77 2,71 2,67
14 4,60 3,74 3,34 3,11 2,96 2,85 2,76 2,70 2,65 2,60
15 4,54 3,68 3,29 3,06 2,90 2,79 2,71 2,64 2,59 2,54
16 4,49 3,63 3,24 3,01 2,85 2,74 2,66 2,59 2,54 2,49
17 445 | 3,59 | 320 | 296 | 2,81 | 2,70 | 2,61 | 2,55 | 2,49 | 2,45
18 4,41 3,55 3,16 2,93 2,77 2,66 2,58 2,51 2,46 2,41
19 4,38 3,52 3,13 2,90 2,74 2,63 2,54 2,48 2,42 2,38
20 4,35 3,49 3,10 2,87 2,71 2,60 2,51 2,45 2,39 2,35
22 430 | 344 | 3,05 | 2,82 | 2,66 | 2,55 | 246 | 2,40 | 2,34 | 2,30
24 426 | 3,40 | 3,00 | 2,78 | 2,62 | 2,51 | 242 | 236 | 2,30 | 2,25
26 423 | 337 | 2,98 | 2,74 | 2,59 | 247 | 239 | 232 | 227 | 222
28 4,20 3,34 2,95 2,71 2,56 2,45 2,36 2,29 2,24 2,19
30 4,17 3,32 2,92 2,69 2,53 2,42 2,33 2,27 2,21 2,16
35 412 | 327 | 2,87 | 2,64 | 249 | 237 | 229 | 222 | 2,16 | 2,11
40 4,08 3,23 2,84 2,61 2,45 2,34 2,25 2,18 2,12 2,08
50 4,03 3,18 2,79 2,56 2,40 2,29 2,20 2,13 2,07 2,03
60 4,00 3,15 2,76 2,53 2,37 2,25 2,17 2,10 2,04 1,99
70 398 | 3,13 | 2,74 | 2,50 | 235 | 2,23 | 2,14 | 2,07 | 2,02 | 1,97
80 3,96 3,11 2,72 2,49 2,33 2,21 2,13 2,06 2,00 1,95
920 3,95 3,10 2,71 2,47 2,32 2,20 2,11 2,04 1,99 1,94
100 3,94 3,09 2,70 2,46 2,31 2,19 2,10 2,03 1,97 1,93
9999 384 | 3,00 | 2,60 | 237 | 221 | 2,10 | 2,01 | 1,94 | 1,88 | 1,83
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Tabell A6: F-fordelningen fér o = 0,025.

Tabellen visar kritiska varden for F-fordelningen niar a = 0,025.

Exempel: For 8 frihetsgrader i tdljaren och 5 frihetsgrader i ndgmnaren sa ar P(F > 7) < 0,025
eftersom 7 > 6,76.

Téljarens df

Nﬁm";;rens 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 647,8 | 799,5 | 864,2 | 899,6 | 921,8 | 937,1 | 948,2 | 956,6 | 963,3 | 968,6
2 38,51 | 39,00 | 39,17 | 39,25 | 39,30 | 39,33 | 39,36 | 39,37 | 39,39 | 39,40
3 17,44 | 16,04 | 1544 | 15,10 | 14,88 | 14,73 | 14,62 | 14,54 | 14,47 | 14,42
4 12,22 | 10,65 | 9,98 | 9,60 | 9,36 | 920 | 9,07 | 898 | 890 | 884
5 10,01 | 843 | 7,76 | 739 | 7,15 | 6,98 | 6,85 | 6,76 | 6,68 | 6,62
6 881 | 726 | 6,60 | 623 | 599 | 58 | 570 | 560 | 552 | 546
7 8,07 6,54 5,89 5,52 5,29 5,12 4,99 4,90 4,82 4,76
8 7,57 6,06 5,42 5,05 4,82 4,65 4,53 4,43 4,36 4,30
9 7,21 5,71 5,08 4,72 4,48 4,32 4,20 4,10 4,03 3,96
10 6,94 5,46 4,33 4,47 4,24 4,07 3,95 3,85 3,78 3,72
1 6,72 5,26 4,63 428 4,04 3,88 3,76 3,66 3,59 3,53
12 6,55 5,10 4,47 4,12 3,89 3,73 3,61 3,51 3,44 3,37
13 6,41 4,97 4,35 4,00 3,77 3,60 3,48 3,39 3,31 3,25
14 6,30 4,86 4,24 3,89 3,66 3,50 3,38 3,29 3,21 3,15
15 6,20 4,77 4,15 3,80 3,58 3,41 3,29 3,20 3,12 3,06
16 6,12 4,69 4,08 3,73 3,50 3,34 3,22 3,12 3,05 2,99
17 6,04 4,62 4,01 3,66 3,44 3,28 3,16 3,06 2,98 2,92
18 5,98 4,56 3,95 3,61 3,38 3,22 3,10 3,01 2,93 2,87
19 5,92 451 3,90 3,56 3,33 3,17 3,05 2,96 2,88 2,82
20 5,87 4,46 3,86 3,51 3,29 3,13 3,01 2,91 2,84 2,77
22 5,79 4,38 3,78 3,44 3,22 3,05 2,93 2,84 2,76 2,70
24 5,72 4,32 3,72 3,38 3,15 2,99 2,87 2,78 2,70 2,64
26 5,66 427 3,67 3,33 3,10 2,94 2,82 2,73 2,65 2,59
28 5,61 422 3,63 3,29 3,06 2,90 2,78 2,69 2,61 2,55
30 5,57 4,18 3,59 3,25 3,03 2,87 2,75 2,65 2,57 2,51
35 5,48 4,11 3,52 3,18 2,96 2,30 2,68 2,58 2,50 2,44
40 5,42 4,05 3,46 3,13 2,90 2,74 2,62 2,53 2,45 2,39
50 534 | 3,97 | 339 | 3,05 | 283 | 2,67 | 2,55 | 246 | 238 | 2,32
60 529 | 3,93 | 334 | 3,01 | 2,79 | 2,63 | 2,51 | 241 | 233 | 227
70 525 | 3,89 | 331 | 297 | 275 | 2,59 | 247 | 2,38 | 230 | 2,24
80 522 | 386 | 328 | 295 | 2,73 | 2,57 | 245 | 235 | 228 | 221
90 5,20 3,84 3,26 2,93 2,71 2,55 2,43 2,34 2,26 2,19
100 5,18 3,83 3,25 2,92 2,70 2,54 2,42 2,32 2,24 2,18
9999 5,02 3,69 3,12 2,79 2,57 2,41 2,29 2,19 2,11 2,05
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Tabell A7: F-fordelningen fér a = 0,01.

Tabellen visar kritiska virden for F/-fordelningen nir o = 0,01.

Exempel: For 8 frihetsgrader i tédljaren och 5 frihetsgrader i ndmnaren sa dr P(F > 11) < 0,01
eftersom 11 > 10,29

Téljarens df
Némnarens | 2 3 4 5 6 7 8 9 10
af
1 4052 | 4999 | 5404 | 5624 | 5764 | 5859 | 5928 | 5981 6022 [ 6056
2 98,50 | 99,00 [ 99,16 | 99,25 | 99,30 | 99,33 | 99,36 | 99,38 [ 99,39 [ 99,40
3 34,12 | 30,82 | 29,46 | 28,71 | 28,24 | 2791 | 27,67 | 27,49 | 27,34 | 27,23
4 21,20 | 18,00 | 16,69 | 1598 | 15,52 | 15,21 | 14,98 | 14,80 | 14,66 | 14,55
5 16,26 | 13,27 | 12,06 | 11,39 | 10,97 | 10,67 | 10,46 | 10,29 | 10,16 | 10,05
6 13,75 | 10,92 | 9,78 9,15 8,75 8,47 8,26 8,10 7,98 7,87
7 12,25 | 9,55 8,45 7,85 7,46 7,19 6,99 6,84 6,72 6,62
8 11,26 | 8,65 7,59 7,01 6,63 6,37 6,18 6,03 5,91 5,81
9 10,56 | 8,02 6,99 6,42 6,06 5,80 5,61 5,47 5,35 5,26
10 10,04 | 7,56 6,55 5,99 5,64 5,39 5,20 5,06 4,94 4,85
11 9,65 7,21 6,22 5,67 5,32 5,07 4,89 4,74 4,63 4,54
12 9,33 6,93 5,95 5,41 5,06 4,82 4,64 4,50 4,39 4,30
13 9,07 6,70 5,74 5,21 4,86 4,62 4,44 4,30 4,19 4,10
14 8,86 6,51 5,56 5,04 4,69 4,46 4,28 4,14 4,03 3,94
15 8,68 6,36 5,42 4,89 4,56 4,32 4,14 4,00 3,89 3,80
16 8,53 6,23 5,29 4,77 4,44 4,20 4,03 3,89 3,78 3,69
17 8,40 6,11 5,19 4,67 4,34 4,10 3,93 3,79 3,68 3,59
18 8,29 6,01 5,09 4,58 4,25 4,01 3,84 3,71 3,60 3,51
19 8,18 5,93 5,01 4,50 4,17 3,94 3,77 3,63 3,52 3,43
20 8,10 5,85 4,94 4,43 4,10 3,87 3,70 3,56 3,46 3,37
22 7,95 5,72 4,82 4,31 3,99 3,76 3,59 3,45 3,35 3,26
24 7,82 5,61 4,72 4,22 3,90 3,67 3,50 3,36 3,26 3,17
26 7,72 5,53 4,64 4,14 3,82 3,59 3,42 3,29 3,18 3,09
28 7,64 5,45 4,57 4,07 3,75 3,53 3,36 3,23 3,12 3,03
30 7,56 5,39 4,51 4,02 3,70 3,47 3,30 3,17 3,07 2,98
35 7,42 5,27 4,40 3,91 3,59 3,37 3,20 3,07 2,96 2,88
40 7,31 5,18 4,31 3,83 3,51 3,29 3,12 2,99 2,89 2,80
50 7,17 5,06 4,20 3,72 3,41 3,19 3,02 2,89 2,78 2,70
60 7,08 4,98 4,13 3,65 3,34 3,12 2,95 2,82 2,72 2,63
70 7,01 4,92 4,07 3,60 3,29 3,07 2,91 2,78 2,67 2,59
80 6,96 4,88 4,04 3,56 3,26 3,04 2,87 2,74 2,64 2,55
920 6,93 4,85 4,01 3,53 3,23 3,01 2,84 2,72 2,61 2,52
100 6,90 4,82 3,98 3,51 3,21 2,99 2,82 2,69 2,59 2,50
9999 6,64 4,61 3,78 3,32 3,02 2,80 2,64 2,51 2,41 2,32
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Tabell A8: F-fordelningen fér oo = 0,005.

Tabellen visar kritiska varden for F-fordelningen niar a = 0,005.

Exempel: For 8 frihetsgrader i téljaren och 5 frihetsgrader i ndmnaren sa dr P(F > 14) < 0,005
eftersom 14 > 13,96.

Téljarens df
Nﬁ‘““};re“s 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 16212 | 19997 | 21614 | 22501 | 23056 | 23440 | 23715 | 23924 | 24091 | 24222
2 198,5 | 199,0 | 1992 | 1992 | 1993 | 1993 | 199.4 | 199.4 | 199,4 | 199,4
3 55,55 | 49,80 | 47,47 | 46,20 | 45,39 | 44,84 | 44,43 | 44,13 | 43,88 | 43,68
4 31,33 | 26,28 | 24,26 | 23,15 | 22,46 | 21,98 | 21,62 | 21,35 | 21,14 | 20,97
5 22,78 | 1831 | 16,53 | 15,56 | 14,94 | 14,51 | 14,20 | 13,96 | 13,77 | 13,62
6 18,63 | 14,54 | 12,92 | 12,03 11,46 | 11,07 | 10,79 | 10,57 | 10,39 | 10,25
7 16,24 | 12,40 | 10,88 | 10,05 | 9,52 | 9,16 | 8,89 | 8,68 | 851 | 8738
8 14,69 | 11,04 | 9,60 8,81 8,30 7,95 7,69 7,50 7,34 7,21
9 13,61 | 10,11 8,72 7,96 7,47 7,13 6,88 6,69 6,54 6,42
10 12,83 | 9,43 8,08 7,34 6,87 6,54 6,30 6,12 5,97 5,85
11 1223 | 891 | 7,60 | 6,88 | 6,42 | 6,10 | 586 | 5,68 | 554 | 542
12 11,75 | 8,51 7,23 6,52 6,07 5,76 5,52 5,35 5,20 5,09
13 11,37 | 8,19 6,93 6,23 5,79 5,48 5,25 5,08 4,94 4,82
14 11,06 | 7,92 6,68 6,00 5,56 5,26 5,03 4,86 4,72 4,60
15 10,80 7,70 6,48 5,80 5,37 5,07 4,85 4,67 4,54 442
16 10,58 | 7,51 | 6,30 | 564 | 521 | 491 | 4,69 | 452 | 438 | 427
17 10,38 | 7,35 6,16 5,50 5,07 4,78 4,56 4,39 4,25 4,14
18 10,22 7,21 6,03 5,37 4,96 4,66 4,44 4,28 4,14 4,03
19 10,07 | 7,09 5,92 5,27 4,85 4,56 4,34 4,18 4,04 3,93
20 9,94 6,99 5,82 5,17 4,76 4,47 4,26 4,09 3,96 3,85
22 9,73 6,31 5,65 5,02 4,61 4,32 4,11 3,94 3,81 3,70
24 9,55 6,66 5,52 4,89 4,49 4,20 3,99 3,83 3,69 3,59
26 9,41 6,54 5,41 4,79 4,38 4,10 3,89 3,73 3,60 3,49
28 9,28 6,44 5,32 4,70 4,30 4,02 3,81 3,65 3,52 3,41
30 9,18 | 635 | 524 | 462 | 423 | 3,95 | 3,74 | 3,58 | 345 | 334
35 8,98 6,19 5,09 4,48 4,09 3,81 3,61 3,45 3,32 3,21
40 8,83 6,07 4,98 4,37 3,99 3,71 3,51 3,35 3,22 3,12
50 8,63 5,90 4,83 4,23 3,85 3,58 3,38 3,22 3,09 2,99
60 8,49 5,79 4,73 4,14 3,76 3,49 3,29 3,13 3,01 2,90
70 8,40 5,72 4,66 4,08 3,70 3,43 3,23 3,08 2,95 2,85
80 8,33 5,67 4,61 4,03 3,65 3,39 3,19 3,03 2,91 2,30
920 8,28 5,62 4,57 3,99 3,62 3,35 3,15 3,00 2,87 2,77
100 8,24 5,59 4,54 3,96 3,59 3,33 3,13 2,97 2,85 2,74
9999 788 | 530 | 428 | 3,72 | 335 | 3,00 | 290 | 2,74 | 2,62 | 2,52
Studentia.se freE-Learning www.studentia.se

114



Lar latt! Statistik - Kompendium F-fordelningen for a. = 0,001.

Tabell A9: F-fordelningen fér o = 0,001.

Tabellen visar kritiska varden for F-fordelningen nér a = 0,001.

Exempel: For 8 frihetsgrader i téljaren och 5 frihetsgrader i ndmnaren sa dr P(F > 28) < 0,001
eftersom 28 > 27,65.

Tiljarens df
Nimnarens 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

df
1 405312 | 499725 | 540257 | 562668 | 576496 | 586033 | 593185 | 597954 | 602245 | 605583
2 998,4 | 998,8 | 999,3 | 9993 | 999,3 | 999,3 [ 9993 | 9993 | 999,3 | 999,3
3 167,1 | 148,5 | 141,1 | 137,1 | 134,6 | 132,8 | 131,6 | 130,6 | 129,9 | 129,2
4 74,13 | 61,25 | 56,17 | 53,43 | 51,72 | 50,52 | 49,65 | 49,00 | 48,47 | 48,05
5 47,18 | 37,12 | 33,20 | 31,08 | 29,75 | 28,83 | 28,17 | 27,65 | 27,24 | 26,91
6 35,51 | 27,00 | 23,71 | 21,92 | 20,80 | 20,03 | 1946 | 19,03 | 18,69 | 1841
7 29,25 | 21,69 | 18,77 | 17,20 | 16,21 | 15,52 | 15,02 | 14,63 | 14,33 | 14,08
8 2541 | 18,49 | 15,83 | 1439 | 1348 | 12,86 | 12,40 | 12,05 | 11,77 | 11,54
9 22,86 | 16,39 | 13,90 | 12,56 | 11,71 11,13 | 10,70 | 10,37 | 10,11 9,89
10 21,04 | 14,90 | 12,55 | 11,28 | 10,48 9,93 9,52 9,20 8,96 8,75
1 19,69 | 13,81 | 11,56 | 10,35 9,58 9,05 8,65 8,35 8,12 7,92
12 18,64 | 12,97 | 10,80 9,63 8,89 8,38 8,00 7,71 7,48 7,29
13 17,82 | 12,31 10,21 9,07 8,35 7,86 7,49 7,21 6,98 6,80
14 17,04 [ 11,78 | 9,73 | 862 | 792 | 744 | 708 | 680 | 658 | 640
15 1659 | 1134 | 934 | 825 | 757 | 700 | 674 | 647 | 626 | 6,08
16 16,12 | 10,97 9,01 7,94 7,27 6,80 6,46 6,20 5,98 5,81
17 15,72 | 10,66 8,73 7,68 7,02 6,56 6,22 5,96 5,75 5,58
18 15,38 | 10,39 8,49 7,46 6,81 6,35 6,02 5,76 5,56 5,39
19 15,08 | 10,16 8,28 7,27 6,62 6,18 5,85 5,59 5,39 5,22
20 14,82 9,95 8,10 7,10 6,46 6,02 5,69 5,44 5,24 5,08
22 14,38 9,61 7,80 6,81 6,19 5,76 5,44 5,19 4,99 4,83
24 14,03 9,34 7,55 6,59 5,98 5,55 5,24 4,99 4,80 4,64
26 13,74 | 9,12 | 736 | 641 | 580 | 538 | 507 | 483 | 464 | 448
28 13,50 | 893 | 7,19 | 625 | 566 | 524 | 493 | 469 | 450 | 435
30 13,29 8,77 7,05 6,12 5,53 5,12 4,82 4,58 4,39 4,24
35 12,90 8,47 6,79 5,88 5,30 4,89 4,59 4,36 4,18 4,03
40 12,61 8,25 6,59 5,70 5,13 4,73 4,44 4,21 4,02 3,87
50 12,22 7,96 6,34 5,46 4,90 4,51 4,22 4,00 3,82 3,67
60 11,97 7,77 6,17 5,31 4,76 4,37 4,09 3,86 3,69 3,54
70 11,80 7,64 6,06 5,20 4,66 4,28 3,99 3,77 3,60 3,45
80 11,67 7,54 5,97 5,12 4,58 4,20 3,92 3,70 3,53 3,39
90 11,57 | 747 | 591 | 506 | 453 | 415 | 3,87 | 3.65 | 348 | 334

100 11,50 | 741 | 586 | 502 | 448 | 411 | 3,83 | 3.61 | 344 | 330

9999 10,83 6,91 5,42 4,62 4,10 3,74 3,47 3,27 3,10 2,96
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Téljarens df
Nimnarens 12 15 20 25 30 40 50 100 9999
af
1 610352 [ 616074 | 620842 | 623703 | 626087 | 628471 | 630379 | 633240 | 636578
2 999,3 999,3 999,3 999,3 999,3 999,3 999,3 999,3 999,3
3 128,3 127,4 126,4 125,8 125,4 125,0 124,7 124,1 123,5
4 47,41 46,76 | 46,10 | 45,69 | 45,43 45,08 | 44,88 | 44,47 | 44,05
5 26,42 | 2591 25,39 [ 25,08 | 24,87 | 24,60 | 24,44 | 24,11 23,79
6 17,99 17,56 17,12 16,85 16,67 16,44 16,31 16,03 15,75
7 13,71 13,32 12,93 12,69 12,53 12,33 12,20 11,95 11,70
8 11,19 10,84 10,48 10,26 10,11 9,92 9,80 9,57 9,33
9 9,57 9,24 8,90 8,69 8,55 8,37 8,26 8,04 7,81
10 8,45 8,13 7,80 7,60 7,47 7,30 7,19 6,98 6,76
11 7,63 7,32 7,01 6,81 6,68 6,52 6,42 6,21 6,00
12 7,00 6,71 6,40 6,22 6,09 5,93 5,83 5,63 5,42
13 6,52 6,23 5,93 5,75 5,63 5,47 5,37 5,17 4,97
14 6,13 5,85 5,56 5,38 5,25 5,10 5,00 4,81 4,60
15 5,81 5,54 5,25 5,07 4,95 4,80 4,70 4,51 4,31
16 5,55 5,27 4,99 4,82 4,70 4,54 4,45 4,26 4,06
17 5,32 5,05 4,78 4,60 4,48 4,33 4,24 4,05 3,85
18 5,13 4,87 4,59 4,42 4,30 4,15 4,06 3,87 3,67
19 4,97 4,70 4,43 4,26 4,14 3,99 3,90 3,71 3,51
20 4,82 4,56 4,29 4,12 4,00 3,86 3,77 3,58 3,38
22 4,58 4,33 4,06 3,89 3,78 3,63 3,54 3,35 3,15
24 4,39 4,14 3,87 3,71 3,59 3,45 3,36 3,17 2,97
26 4,24 3,99 3,72 3,56 3,44 3,30 3,21 3,02 2,82
28 4,11 3,86 3,60 3,43 3,32 3,18 3,09 2,90 2,69
30 4,00 3,75 3,49 3,33 3,22 3,07 2,98 2,79 2,59
35 3,79 3,55 3,29 3,13 3,02 2,87 2,78 2,59 2,38
40 3,64 3,40 3,15 2,98 2,87 2,73 2,64 2,44 2,23
50 3,44 3,20 2,95 2,79 2,68 2,53 2,44 2,25 2,03
60 3,32 3,08 2,83 2,67 2,55 2,41 2,32 2,12 1,89
70 3,23 2,99 2,74 2,58 2,47 2,32 2,23 2,03 1,79
80 3,16 2,93 2,68 2,52 2,41 2,26 2,16 1,96 1,72
90 3,11 2,88 2,63 2,47 2,36 2,21 2,11 1,91 1,66
100 3,07 2,84 2,59 2,43 2,32 2,17 2,08 1,87 1,62
9999 2,74 2,51 2,27 2,11 1,99 1,84 1,73 1,49 1,00
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Tabell B: Engelsk-svensk ordlista

AIternative NYPOTRESIS ...c..eeueiiiiieiiee et e Mothypotes
ANALYSIS OF VATIANCE ... .eoviiieiiiiciicieciiet ettt ettt st aaenbe s aenseeseenseeneensenns Variansanalys
PN 0] 0100 €U 0T 13 (o) WS Approximation, ungefarlig berékning
ATTTRMETIC TNCAN. ...eneeieiieiieicetiet ettt ettt et be e eae s Aritmetiskt medelvérde
F NS (USSP Genomsnitt
BAS ettt h ettt et nes Systematiskt fel
Binomial diStriDULION .......c.couiiuiiiiiitiiere e Binomialfordelning
Central lImit thEOTeM ... ...eouiiiiiieiiiiec e Centrala griansvérdessatsen
COMDINALIONS ...ttt ettt ettt be bttt besb et besae e eneen Kombinationer
Chi-square diStribUtioN. ........cceeieiiiieriee e Chitva-férdelning, -férdelning
Coefficient of determination ..........c.cceeieiriririneneneereeee e Determinationskoefficient
Conditional Probabilify ........cccoeeiiieriiieesiee et Betingad sannolikhet
Confidence INEETVAL......cuiiiiiiieieieiee e Konfidensintervall
Contingency tabIe .....c..coveiiiiiiiiiiiicer e Korstabell, kontingenstabell
Continous diStrIDULION. .......eueeiieiieiieiieii ettt Kontinuerlig fordelning
COTTEIALION ...ttt ettt b et ebt ettt e et sbe e e b e Korrelation
Correlation COSTHCIENT .........oiuiiiiiiiiiiiee e Korrelationskoefficient
COVATIANCE ...t e e e e e e et e e e e e eaaeeeeareesenneeeeneeeeneeeans Kovarians, covarians
Cumulative probability ......ccocceeeiiiiriiiee e Kumulativ sannolikhet
Degreees Of fIE@AOM ... ..ouiiiieieiiee e Frihetsgrader
DENSItY fUNCHOMN. ... eciiiiieiiciieiecieei ettt ettt sre b e steesbeeseesbeessesbeensenns Tathetsfunktion
DISJOINT BVENLS ..uiiiiiieiieiieieeiteie sttt Omsesidigt uteslutande hiandelser
DiSCrete diStriDULION . .....c.eiuietieiiite ettt ettt ene e Diskret fordelning
LTy o] 11 o) s TSRS Fordelning
Distribution fUNCHION ......c.eiuiiiiiieiecieece et Fordelningsfunktion
EITOT OF TYPE Lttt ettt ettt et et et e aeeneeneas Typ 1-fel
ESIMALC. ...cuviiieiiciieiceee ettt Estimat, skattning (substantiv)
EStIMATION 1.ttt ettt Estimering, skattning (verb)
EVEIIE ..ottt h bbbttt ettt enean Handelse
EXPECLEd VAIUEC .....cueeiiiiiiiiiirieetir ettt Vintevirde
Exponential diStribUtION.........c.cccvevviiiiiiieiiiieiccreee et Exponentialférdelningen
FodiSTIDULION ..ottt ettt ettt F-fordelningen
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Geometric diStITDULION .....oouieiieiieii et Geometrisk férdelning
GOOANESS OF T ..ttt ettt b eteebeeaeeseenaesaeenees Anpassningsgrad
Hypergeometric diStribution ............ccoevvevieieiieieiieieie e Hypergeometriska fordelningen
2 001 1TSS TSRS Hypotes
INAEPEndent EVENLS........cc.iiieeiieieciieie ettt neas Oberoende hiandelser
INtErqUArtile TANZE ... eeueetieiieiieie ettt Interkvartila intervallet
I EETSEOTION . ¢ttt bttt s st bt b e e bt bt ekt b e bt e b et et et e st et eneene st e Snitt
ICUTEOSIS 1.ttt ettt ettt ettt et e e te e e e e te e b e eseesbeess e beesseseesseseesseeseessesseenseeseesneeneas Toppighet
LIN@AI TEZICSSION....ecuviieiertiieieteeteeteeeeeeteestesteesseeseesseereessesseesseessesseessesseesseseens Linjér regression(-sanalys)
IMIBAM ..ttt ettt ettt et h et h ekttt h et b ettt e bt e e e bt et eaean Medelvirde
IMEAN SQUATE ......eveeveeuieeteeneeeeeesteeteesteeteesseestesseessesseeseenseessenseansesseensesseensesssensesssensessaensenseensenns Medelkvadrat
1Y T L 3 ST RSPRRRO Median
IMIOAE .ttt ettt ettt et e b e e st b e e s e h e e s b e h e e st et e en b e ett e b e enaeereenaeeaeennenreenneeneenneas Typvérde
IMUIECOLINEATIEY ..ottt ettt ettt et e e s e e esaeeneeeees Multicolinearitet
MUILIPIE TEGIESSION ...ttt ereeaeereessesreesaesseeseesaesenanens Multipel regression(-sanalys)
NON-PATAMELIIC ..vevvivieirieeierieeeeere et ae e Ickeparametrisk, parameterfri, fordelningsfri
NOIrmMal dIStITDULION ..ottt ettt sseeneesaeas Normalférdelning
INUIL RYPOTRESIS ..ttt e Nollhypotes
L0731y T [0 1] TSP STPSRUSPRIO Ensidigt test
OULCOIMIC ...tttk bttt et ses bt eh et e bt e bt e bt be s b e b e et en s es s en e eneebeebeebeeaeebesbenaen Utfall
OULIIET -ttt ettt e e e e Extremt avvikande observation
POIMULATIONS ...ttt ettt ee e ettt s st et et e st e et e et e ese et e eneeseeneenneennas Permutationer
POINt ESLIMATION ....vieiiiieieiieiieie ettt ettt ettt be et e steesaesbeess e beessesseesseeseessesaeesseens Punktskattning
POiSSON ISTITDULION. ......eeiiiiiieiiiciieie ettt st see s e eseeseens Poissonfordelning
POOLEd VATTANCE ..ottt Sammanviégd varians
L SCe] 0T o1 1 SRRSO PSRUP Sannolikhet
Probability diStribUtion ...........cceceiieiiiieniiecee e Sannolikhetsfordelning, férdelning
Probability fUNCHON .......covieiiiieiieiieieecee et Sannolikhetsfunktion
PrODabIlity SPACE ... .ceiiiieititiete ettt ettt ettt ettt ettt et neeneene Utfallsrum
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QUATTIIE ..ottt ettt ettt e et estb e et e e s tbeeaeeesseesbeeesaeenbeessbeenseeesbeesaennseetaeenaeesee e Kwvartil
RaANAOM VATIADIC ...ttt ere et eaeennes Slumpvariabel
RANEE ...ttt ettt ettt ettt ettt ettt et et e eae s Intervall
RANK SUIM ..ottt e b e et e b e e ss et e essesbeenseeseenseeseennes Rangsumma
S]] AR Forkasta
SAIMPLE. ...ttt ettt ettt ettt et Stickprov, urval
SAMPIE SIZE ...eovviviiiieiiecteeee ettt ettt ettt et e ta et e ss et e e b e ebeerbeereebeereeeaeennas Stickprovsstorlek
Sampling distribUtioNn..........ccvevverieriieieiieieee e Samplingférdelning, stickprovsférdelning
SKEWIIESS ..ottt ettt ettt et ettt e bt e aeeetees e e bt e st e e bt embeebeen s e es e et e en e e aneemeeeaeeneesneeaeeneenbeeneens Skevhet
SLOPEC ettt re et e et e aeesaenaeenaereas Lutning, riktningskoefficient
Standard deVIATION ..........eeouiiiieiiiiee ettt e Standardavvikelse
¥ 15 1 8 TSP Statistiska, testvariabel
UNDIASEA ...ttt ettt ettt e st e beesae s beessesaeesseeseesbeessesbeessenbeessensenns Vintevardesriktig
Uniform diStribUtION ........ccoeiiiiiiiiiiinncce e Likformig foérdelning
UIIOML .ttt ettt sttt s ettt e ea e et e ea e et esat e et e s bt e e beesae e ebeesaee et Union
VATTAIICE. ...ttt ettt et ettt et e e e et e et e et et e e et e bt em s e bt em e e bt em bt e st en et ene e bt ea e e ete e e e eneeneeanean Varians

HSBC m The world's local bank

The HSBC Group is one of the largest banking and financial
services organisations in the world. We have already attracted
some of the most respected and talented individuals in the
industry to create one of the fastest moving and dynamic
Corporate, Investment Banking and Markets operations in the
world.

Our graduate programmes offer a unique opportunity to
experience one of the most exciting challenges in the
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