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Transformationer Transformationer 
i 3Di 3D



BakgrundBakgrund

•• EttEtt smidigtsmidigt ssäätttt attatt arbetaarbeta
med 3Dmed 3D--grafik grafik äärr attatt ttäänkanka
sigsig attatt man man harhar en en virtuellvirtuell
kamerakamera somsom ’’’’betraktarbetraktar’’’’ de de 
ffööremremååll man man villvill ritarita..

•• Om vi Om vi simulerarsimulerar hurhur ljusljus
frfråånn ljuskljuskäällorllor reflekterasreflekteras
avav ytorytor ochoch nnåårr kamerankameran
kankan vi vi ffåå en en bildbild somsom i i 
bbäästasta fall ser fall ser utut somsom ettett
fotografifotografi..



BakgrundBakgrund

•• Vi Vi bböörjarrjar med med attatt tata redareda ppåå hurhur vi vi kankan
transformeratransformera 3D3D--ffööremremåål l ochoch ggåå frfråånn tretre
dimensionerdimensioner till till tvtvåå..

•• Vi tar hand Vi tar hand omom ljusreflektionljusreflektion ochoch skuggningskuggning
senaresenare i i kursenkursen!!



TransformationerTransformationer i 3Di 3D

Transformation

Transformation

Projektion

Viewport-
transformation



MatematiskaMatematiska byggstenarbyggstenar

•• SkalSkaläärr ((storhetstorhet)) uu
•• PunktPunkt (position)(position) PP
•• VektorVektor ((lläängdngd ochoch riktningriktning)) vv

•• KvaternionKvaternion ((orienteringorientering)) qq



SkalSkaläärr-- ochoch kryssproduktkryssprodukt

u

v

|v|

u ⋅ v θu ⋅ v = (uxvx, uyvy, uzvz) = |u||v| cos θ

u × v = (uyvz – uzvy, uzvx – uxvz, uxvy – uyvx)

u

v

u × v

Två av de vanligaste operationerna i datorgrafik.



HHöögerger-- ochoch vväänsterhnsterhääntnt koordinatkoordinat--
systemsystem

x

y

z

OpenGL använder ett högerhänt
koordinatsystem med

x-axeln till höger, y-axeln uppåt.
z-axeln pekar utåt ur skärmen.

x

y

Direct 3D använder ett vänsterhänt
koordinatsystem med

x-axeln till höger, y-axeln uppåt.
z-axeln pekar in i skärmen.

I fortsättningen arbetar vi i högerhänta koordinatsystem.

z



BasvektorerBasvektorer

Givet n st n-dimensionella basvektorer v1, v2, ..., vn som 
alla är vinkelräta mot varandra kan vi skriva vektorn w som

v1

v2

v3

w
α1v1

α3v3

α2v2

α1v1 + α2v2w = + α3v3 + ... + αnvn



BasvektorerBasvektorer
Vi inför ’’vektorer i vektorer’’ för att kunna skriva

w = α1v1 + α2v2 + ... + αnvn

lite kortare som:
v1
v2
...
vn

w = aT

där

a = 

α1
α2
...
αn

aT = α1  α2 ... αn



RamarRamar (frames)(frames)
Vi definierar en ram som (v1, v2, ..., vn, P0)

där P0 kallas ramens origo.
För punkter i denna ram gäller:

v1

v2

v3

P
η1v1

η3v3

η2v2

P0

+ η1v1P = P0 + η2v2 + η3v3 + ... + ηnvn



RamarRamar (frames)(frames)

v1
v2
...
vn
P0

P = pT

där

pT = η1  η2 ... ηn 1

eller

v1

v2

v3

P
η1v1

η3v3

η2v2

P0

Vi definierar 1⋅P = P och 0⋅P = 0



RamarRamar (frames)(frames)

En riktningsvektor w i denna ram skrivs

v1
v2
...
vn
P0

w = aT

där

aT = α1  α2 ...  αn 0

Riktningsvektorer definieras alltså oberoende av origo.



Byte Byte avav ramram

Givet två ramar (v1, v2, v3, P0) och
(u1, u2, u3, Q0), kan vi skriva

Q0 = γ41v1 + γ42v2 + γ43v3 + P0

v1

v2

v3

u1
γ1v1

γ3v3

γ2v2

γ11v1u1 = + γ12v2 + γ13v3
u2 = γ21v1 + γ22v2 + γ23v3

u3 = γ31v1 + γ32v2 + γ33v3



Byte Byte avav ramram

Det är smidigare att skriva rambytet på matrisform:

u1
u2
u3
Q0

=

γ11 γ12 γ13 0
γ21 γ22 γ23 0
γ31 γ32 γ33 0
γ41 γ42 γ43 1

v1
v2
v3
P0

M

Q0 = γ41v1 + γ42v2 + γ43v3 + P0

γ11v1u1 = + γ12v2 + γ13v3
u2 = γ21v1 + γ22v2 + γ23v3

u3 = γ31v1 + γ32v2 + γ33v3



PunkterPunkter ochoch rambyterambyte
Ta nu en punkt P och definiera den i två olika ramar:

P =

u1
u2
u3
Q0

β1  β2 β3  1 = aT

v1
v2
v3
P0

= bTM

v1
v2
v3
P0

(föregående bild)

= α1  α2  α3 1

v1
v2
v3
P0

(enl. ovan)

P = α1v1 + α2v2 + α3v3 + P0

P = β1u1 + β2u2 + β3u3 + Q0

i den första ramen

i den andra

Hur är α- och β-värdena relaterade?



PunkterPunkter ochoch rambyterambyte

bTM = aT

= aTbTM

v1
v2
v3
P0

v1
v2
v3
P0

⇔

och omvänt:

b = (MT)-1a

a = MTb
⇔

D.v.s. P's koordinater i ram 2 fås om man
multiplicerar koordinaterna för ram 1 med (MT)-1.



ExempelExempel
Antag att vi arbetar i 2D och har två ramar

(v1, v2, P0) och (u1, u2, Q0)
och att ramarna är relaterade till varandra enligt följande:

u1 = 2v1
u2 = v2
Q0 = P0

M = MT = 
2  0  0
0  1  0
0  0  1

M-1 = (MT)-1 =
0.5  0   0
0     1   0
0     0   1

v1

v2

u1 (= 2v1)

u2 (= v2)



ExempelExempel
Tag nu punkten a = (1  1  1)T i den första ramen.
Vilken är dess motsvarighet i den andra ramen?

0.5  0   0
0     1   0
0     0   1

b = 0.5  1  1  T
v1

v2

u1 (= 2v1)

u2 (= v2)

b = (MT)-1a

ger oss

=a



Vi kan också se rambytet som en transformation. 
Exempel:

Antag att "världen" är ram 1
och att vi gör ett temporärt rambyte till ram 2.

Med andra ord är byte av ram och 
transformation ekvivalenta begrepp!

u1

u2

Vi specificerar nu punkten p = (1  1  1)T i ram 2.

p

v1

v2

I ram 1 blir den pvärlden = MTp = (2  1  1)T

pvärlden



FixramFixram ochoch transformationsramtransformationsram
Ofta jobbar man med en "fixram" och en "transformationsram". 

Fixramen är fast och transformationsramen tillåts variera.
Exempel:

1   0   0   0
0   1   0   0
0   0   1  -d
0   0   0   1

α1
α2
α3
1

=

α1
α2

α3 - d
1

Punkt i 
transf.-
ramen

Motsv.
punkt i

fixramen

Fixram

Transforma-
tionsram

Våra koordinater

MT

d



Groda-modell i dess
objektkoordinatsystem Fixram

Transformations-
ram

Specificera en modell i "sitt eget" koordinatsystem,
objektkoordinater.

"Placera ut" modellen i "världen" genom att 
definiera en transformationsram. 

Multiplicera objektkoordinaterna med MT för att 
få modellens koordinater i fixramen.

FixramFixram ochoch transformationsramtransformationsram



MatriserMatriser
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MatriserMatriser
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MultiplaMultipla transformationertransformationer
Vi kan sätta samman transformationer genom att

multiplicera matriserna:

1   0   0   0
0   s   0   0
0   0   1  -d
0   0   0   1

α1
α2
α3
1

=

α1
sα2
α3 - d

1

TS

1   0   0   0
0   1   0   0
0   0   1  -d
0   0   0   1

1   0   0   0
0   s   0   0
0   0   1   0
0   0   0   1

1   0   0   0
0   s   0   0
0   0   1  -d
0   0   0   1

=

T S TS



MultiplaMultipla transformationertransformationer

1   0   0   0
0   1   0   0
0   0   1  -d
0   0   0   1

1   0   0   0
0   1   0   0
0   0   s   0
0   0   0   1

1   0   0   0
0   1   0   0
0   0   s  -d
0   0   0   1

=

T S TS

Observera att 
ordningen på multiplikationen kan spela roll!

1   0   0   0
0   1   0   0
0   0   1  -d
0   0   0   1

1   0   0   0
0   1   0   0
0   0   s   0
0   0   0   1

1   0   0   0
0   1   0   0
0   0   s  -sd
0   0   0   1

=

TS ST



AttAtt specificeraspecificera orienteringorientering

•• Vi Vi bböörjarrjar med med attatt prpröövava
yawyaw--pitchpitch--roll.roll.

•• AntagAntag attatt flygplanetflygplanet äärr
modelleratmodellerat ssåå detdet initialtinitialt
""pekarpekar" " lläängsngs zz--axelnaxeln..

•• Vi Vi roterarroterar fföörstrst kringkring
zz--axelnaxeln (roll), sedan (roll), sedan kringkring
yy--axelnaxeln (yaw), (yaw), sistsist kringkring
xx--axelnaxeln (pitch).(pitch).

•• KallasKallas fföörr attatt arbetaarbeta med med Euler Euler 
angles angles ellereller EulermatriserEulermatriser..

x
y

z



GimbalGimbal locklock

•• Om vi Om vi roterarroterar en en avav axlarnaaxlarna ssåå den den 
sammanfallersammanfaller med en med en avav de de andraandra kankan vi vi 
hamnahamna i i ettett lläägege ddäärr vi vi tappartappar information!information!

•• SituationenSituationen kallaskallas fföörr GimbalGimbal locklock..
•• BerorBeror ppåå attatt rotationernarotationerna alltidalltid ggöörsrs i i sammasamma

ordningordning..



GimbalGimbal lock: lock: exempelexempel

x0

y0

z0

y1

z1

x1

y2

z2

x2
= 90 grader

y3

z3

x3

BÅDE θx och θz
beskriver "pitch"!

θz

θy θx



GimbalGimbal lock: lock: exempelexempel

Exempel: Rotationsordningen är Z, Y, X.

Vinkeln för y är 0:
rotationer kring x och z
funkar som förväntat.

Om vinkeln för y är 90 grader:
rotationen kring x och z

går inte att särskilja!



QuaternionsQuaternions

Antag att vi kan beskriva
rotation kring en godtycklig

vektor v.

Man kan visa att vilken 
orientering som helst kan beskrivas som 

en (1 st) rotation kring en vektor.

v



QuaternionsQuaternions

Antag att vi kan
skriva flygplanets

orientering i förhållande
till "världens" 

koordinatsystem som q.

Idén är nu att utgå från q
och beskriva förändringen i
orientering över en bildruta

som rotationer kring 
flygplanets tre 

nuvarande koordinataxlar.



QuaternionsQuaternions

ab
c

Antag att vi drar flygplanets
styrspak mot oss, 

planets nos ska rotera uppåt θ radianer.

Vi har q som tar oss från
"världskoordinatsystemet" till 
planets nuvarande orientering.

Vi tillverkar nu en qb som
roterar θ radianer kring axeln b.

Vi gör sedan
q = q "+" qb

θ



QuaternionsQuaternions

• Rotera från "världskoordinatsystemet" till 
nuvarande koordinatsystem abc

• Uppdatera "heading": rotera kring a och få ab'c'
• Uppdatera "pitch": rotera kring b' och få a'b'c''
• Uppdatera "roll": rotera kring c'' och få a''b''c''
• Sätt q till resultatet

ab
c



QuaternionsQuaternions

q = (q0, q1, q2, q3) = (q0, q)
i2 = j2 = k2 = ijk = -1
q = q1i + q2j + q3k

v En matematisk struktur som
kan beskriva rotation kring en

godtycklig vektor är
kvaternioner (quaternions).

En kvaternion q definieras så här:

Observera att q INTE är rotationsaxeln v!



QuaternionsQuaternions
Lite kvaternionalgebra: tag två kvaternioner a och b:

a = (q0, q1, q2, q3) = (q0, q)
b = (p0, p1, p2, p3) = (p0, p)

Norm och invers:

|a|2 = q0
2 + q ⋅ q

a-1 = (1 / |a|2)(q0, -q)

Addition och multiplikation:

a + b = (p0 + q0, p + q)
ab = (p0q0 – p ⋅ q, q0p + p0q + p × q)



QuaternionsQuaternions

Tag en punkt P i 3D. Skapa kvaternionen

p = (0, P)

Välj rotationsaxeln v och normera den.
Låt rotationsvinkeln vara θ.

v

θ

Skapa nu kvaternionen r enligt

r = (cos(θ/2), sin(θ/2)v)
r-1 = (cos(θ/2), -sin(θ/2)v)

P



Man kan visa att

p' = rpr-1

är resultatet av att rotera punkten P
θ radianer kring vektorn v.

Om a och b är kvaternioner som representerar
rotation enl. ovan gäller också att

q = ab

är resultatet av att kombinera rotationerna
(först a, sedan b).



QuaternionsQuaternions

•• DetDet ggåårr enkeltenkelt attatt konverterakonvertera en en kvaternionkvaternion
till en till en rotationsmatrisrotationsmatris ((ochoch tvtväärtrt omom), se ), se 
kursbuntenkursbunten ellereller kursbokenkursboken!!

•• DetDet kankan llöönana sigsig attatt lagralagra orienteringarorienteringar somsom
kvaternionerkvaternioner: 4 : 4 flyttalflyttal istist. . fföörr 3x3 = 9 (3x3 = 9 (fföörr
en en rotationsmatrisrotationsmatris))

•• KvaternionerKvaternioner ggöörr detdet enkeltenkelt attatt interpolerainterpolera
mellanmellan orienteringarorienteringar, se , se kursbuntenkursbunten!!



ProjektionerProjektioner

Brook Taylor, New Principles of Linear Perspective, 1719.



ProjektionerProjektioner
Planar Geometric Projections

Parallell Perspective

1-pt 2-pt 3-ptOrthographic Oblique

Cavalier CabinetMultiview Axonometric

Isometric Dimetric Trimetric

Alla projektionerna finns beskrivna i kursbunten.



OrtografiskOrtografisk projektionprojektion

Projektorerna är vinkelräta mot projektionsytan.
Avstånd och vinklar bevaras i projektionen.



PerspektivprojektionPerspektivprojektion ((enpunktsenpunkts))

Storlek minskar med avstånd från projektionsytan.
Avstånd och vinklar bevaras inte i projektionen.



PerspektivprojektionPerspektivprojektion

x

y

z

d

y

d
z

P
Pp

Antag att vi projicerar punkten P på ett bildplan som
ligger d enheter från origo och är parallellt med x-y-planet:

Bildplan



PerspektivprojektionPerspektivprojektion

y

d
z

PPp

P =   x   y   z 1  T

z

yp

d =
y
z

yp =
yd
z =

y
(z / d)

⇔

Likformiga trianglar:

Pp =   x/(z/d)   y/(z/d)   d 1  T

Analogt för xp.
Så den projicerade punkten blir:

Pp =   xp yp d 1  T

y
yp



PerspektivprojektionPerspektivprojektion

Vi vill kunna skriva perspektivprojektionen som en matris P. 
För att kunna göra det måste vi införa en ny operation.

P =   x   y   z  w T

så att w blir skilt från 1 ser vi till att alltid 
dividera med w innan vi fortsätter, d.v.s.

P =   x/w   y/w   z/w 1  T

Om vi transformerar en punkt



PerspektivprojektionPerspektivprojektion

1   0   0   0
0   1   0   0
0   0   1   0
0   0 1/d 0

x
y
z
1

=

x
y
z
z/d

Om z/d ≠ 1 dividerar 
vi alla  komponenterna 

med z/d innan vi 
använder punkten så att 

vi får

x/(z/d)
y/(z/d)

d
1

Detta kallas
perspektivdivision

i OpenGL.



PerspektivprojektionPerspektivprojektion
I OpenGL är projektionerna lite mer komplicerade
än vad som sagts här. Anledningen är att man vill
kunna klippa grafiska primitiver mot den volym 

som ”syns” på projektionsplanet på ett och samma 
sätt oavsett vilken sorts projektion man har. 
I OpenGL klipps alla polygoner mot volymen

-1 ≤ x ≤ 1
-1 ≤ y ≤ 1
-1 ≤ z ≤ 1

Man måste m.a.o. konstruera en projektionsmatris som
svarar mot detta.



PerspektivprojektionPerspektivprojektion

z

x

Matrisen är en kombination av två operatorer:

z

x

2) Ortografisk 
projektion

z

x

1) Distortion

Klippning görs i
detta läge.

Detaljer finns i kursboken.



TransformationerTransformationer i OpenGLi OpenGL

xo
yo
zo
wo

Modelview-
matris

Projektions-
matris

Perspektiv-
division

Viewport-
transformation

xw
yw
zw

Ögonkoord. Klippkoord.

Normerade
enhetskoord.

Objektkoord.

Fönsterkoord.

xe
ye
ze
we

xc
yc
zc
wc

xn
yn
zn

Kameraram
till världsram

Klippning



AttAtt positionerapositionera kamerankameran

Antingen tänker man att kameran flyttas i förhållande världens ram,
eller att världsramen flyttas så att den hamnar framför kameran.

Operationerna är inverser av varandra.

I OpenGL är kameraramen fix så rent matematiskt
gäller det senare alternativet. Men det finns en funktion som

hjälper en att ’’flytta världen’’ så att det motsvarar att flytta kameran.



KombinationerKombinationer avav transformationertransformationer

•• PPåå motsvarandemotsvarande ssäätttt
somsom i 2D.i 2D.

•• VarjeVarje transformation transformation 
motsvararmotsvarar ettett byte byte avav
ram.ram.

•• SSåå successivasuccessiva
transformationertransformationer äärr
ocksocksåå successivasuccessiva bytenbyten
avav koordinatsystemkoordinatsystem!!

M1

M2M = M2M1



HierarkiskaHierarkiska modellermodeller



HierarkiskaHierarkiska modellermodeller i OpenGLi OpenGL

xo
yo
zo
wo

Modelview-
matris

Projektions-
matris

Perspektiv-
division

Viewport-
transformation

xw
yw
zw

Ögonkoord. Klippkoord.

Normerade
enhetskoord.

Objektkoord.

Fönsterkoord.

xe
ye
ze
we

xc
yc
zc
wc

xn
yn
zn

Matrisstack


