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Bakgrund

o Ett smidigt satt att arbeta
med 3D-grafik ar att tanka
sig att man har en virtuell
kamera som “betraktar” de
foremal man vill rita.

Om vi simulerar hur ljus
fran ljuskallor reflekteras
av ytor och nar kameran
kan vi fa en bild som |
basta fall ser ut som ett
fotografi.




Bakgrund

Vi borjar med att ta reda pa hur vi kan
transformera 3D-foremal och ga fran tre
dimensioner till tva.

= VI tar hand om ljusreflektion och skuggning
senare | kursen!




Transformationer i 31D

Viewport-
transformation




Matematiska byggstenar

= Skalar (storhet)
» Punkt (position)
= VVektor (langd och riktning)

e Kvaternion (orientering)




Skaldr- och kryssprodukt

Tva av de vanligaste operationerna i datorgrafik.

u-v=(uyV, uyv, uy,) = |ulv| cos 6

U x Vv = (UV, = UV, UV, — UV, UV, — UV,)




FHoger- och vansterhdnt koordinat-
System

OpenGL anvander ett hogerhant Direct 3D anvander ett vansterhant
koordinatsystem med koordinatsystem med
x-axeln till hdger, y-axeln uppat. x-axeln till hoger, y-axeln uppat.
z-axeln pekar utdt ur skarmen. z-axeln pekar in i skarmen.

| fortsattningen arbetar vi i hogerhanta koordinatsystem.




Basvektorer

Givet n st n-dimensionella basvektorer v,, v, ..., v, som
alla ar vinkelrata mot varandra kan vi skriva vektorn w som

W= o,V; Tt oLV, + o3Vt ...t a,V,




Basvektorer

Vi infor "vektorer | vektorer” for att kunna skriva

W=o,V, + oV, ...+ a,V,

lite kortare som:

w=al \Z)




Ramar (frames)

Vi definierar en ram som (Vq, Vs, ..., Vp,, Pp)
dar P, kallas ramens origo.
FOr punkter | denna ram galler:

P=Py + Myt v, +mgvs +.0 v,




Ramar (frames)

eller P=pT |-

dar

pT= [y 1y My 1)

Vi definierar 1:P=P och O-P=0




Ramar (frames)

En riktningsvektor w | denna ram skrivs

al = [ocl oy ... O OJ

Riktningsvektorer definieras alltsa oberoende av origo.




Byte av ram

Givet tva ramar (v, V,, Vg, Py) och
(Uy, Uy, Ug, Qp), kan vi skriva

Uy = Y19V1 T Y12Vo T Y13VY3
Uy =7Y21Vy T VooV + V23V3
Us = 7Y31Vq T V3oV T+ V33V3
Qo = YarVa t+ YapVa t YasVs + Py




Byte av ram

Uy = Y19V1 T Y12Vo T 7Y13V3
Uy =721V T VooV + V23V3
Uz =731V T V3oV t V33V3
Qo = Va1V + YapVo Va3V + Py

Det &r smidigare att skriva rambytet pa matrisform:

(U} (v Y2 Yz O (Vi)
U, Yo1 Y22 Yo3 O
Us Y1 Y32 Ya3 O
Va1 Va2 Va3 1

— _/

M

J




Punkter och rambyte
Ta nu en punkt P och definiera den i tva olika ramar:
P=o,v, +a,V, +asvs + P, 1den forsta ramen
P =p,u; + B,u, + Bsu; + Q, 1den andra

Hur ar - och pB-vardena relaterade?

A

(enl. ovan) S
Vi

P:[Bl B, ﬁ31} : 2{0c10c20c31}

(foregaende bild)




Punkter och rambyte

bT™™ —al

b™ =a'’
=

a=MTb

och omvant:
b=(MT")1a

D.v.s. P's koordinater i ram 2 fas om man
multiplicerar koordinaterna for ram 1 med (MT)L.




Exempel

Antag att vi arbetar i 2D och har tva ramar

(V1, V5, Pg) och (uy, Uy, Q)
och att ramarna ar relaterade till varandra enligt foljande:

u, = 2v,
u, =V,

Qo =Py

ML= (MT)L=




Exempel

Tag nu punktena=(1 1 1)"i den forsta ramen.
Vilken ar dess motsvarighet | den andra ramen?

b =(MT)la

ger oss




Vi kan ocksa se rambytet som en transformation.
Exempel:

Antag att "varlden" ar ram 1
och att vi gor ett temporart rambyte till ram 2.

Vi specificerar nu punkten p=(1 1 1)" i ram 2.

| ram 1 blir den pyyigen =M'p=(2 1 1)7

pvérlden

Med andra ord ar byte av ram och
transformation ekvivalenta begrepp!




Fixram och transformationsram

Ofta jobbar man med en "fixram" och en "transformationsram".
Fixramen &r fast och transformationsramen tillats variera.
Exempel:

Vara koordinater

-

d /%—'
Transforma-
tionsram

Fixram

Oz
1

\ J

Punkt | Motsv.
transf.- punkt |
ramen fixramen




Fixram och transformationsram

Specificera en modell | "sitt eget" koordinatsystem,
objektkoordinater.

"Placera ut" modellen i "varlden" genom att
definiera en transformationsram.
Multiplicera objektkoordinaterna med MT for att
fa modellens koordinater i fixramen.

Groda-modell | dess
objektkoordinatsystem B

Transformations-
ram
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Matriser

coséd —siné
sin@d cosé
0 0
0 0

1 0 0
0 cos@d -sind

0 singd cosd@
0 0 0

- cosé siné
0 0
—siné cosé
0 0

Rotation kring z-axeln

L N < X P N < X PP N X< X

Rotation kring x-axeln

R, N < X B N < X b NY<X X

Rotation kring y-axeln

P N < X P N < X P N < X
R O O O b O O OO kr O O O




Multipla transtormationer

Vi kan satta samman transformationer genom att
multiplicera matriserna:

N\ A a
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Observera att
ordningen pa multiplikationen kan spela roll!
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Att specificera orientering

Vi borjar med att prova
yaw-pitch-roll.
Antag att flygplanet ar

modellerat sa det initialt
“pekar” langs z-axeln.

Vi roterar forst kring

z-axeln (roll), sedan kring
y-axeln (yaw), sist kring
x-axeln (pitch).

Kallas for att arbeta med Euler
angles eller Eulermatriser.




Gimbal lock

s Om Vi roterar en av axlarna sa den
sammanfaller med en av de andra kan Vi
hamna I ett lage dar vi tappar information!

e Situationen kallas for Gimbal lock.

= Beror pa att rotationerna alltid gors i samma
ordning.




Gimbal lock: exempel
Yo

A

BADE 6, och 8,
beskriver "pitch"!




Gimbal lock: exempel

Exempel: Rotationsordningen ar Z, Y, X.

Vinkeln for y ar O: Om vinkeln for y ar 90 grader:
rotationer kring x och z rotationen kring x och z
funkar som forvantat. gar inte att sarskilja!




Quaternions

Antag att vi kan beskriva
rotation kring en godtycklig
vektor v.

Man kan visa att vilken
orientering som helst kan beskrivas som
en (1 st) rotation kring en vektor.




Quaternions

Antag att vi kan
skriva flygplanets
orientering i foérhallande
till "varldens"
koordinatsystem som g.

Idén &r nu att utga fran g
och beskriva foérandringen |
orientering over en bildruta

som rotationer kring
flygplanets tre
nuvarande koordinataxlar.




Quaternions

Antag att vi drar flygplanets
styrspak mot oss,
planets nos ska rotera uppat 0 radianer.

Vi har g som tar oss fran
"varldskoordinatsystemet™ till
planets nuvarande orientering.

Vi tillverkar nu en g, som
roterar 0 radianer kring axeln b.

Vi gor sedan
q=q"+"q,




Quaternions

Rotera fran "varldskoordinatsystemet" till
nuvarande koordinatsystem abc

ndatera "heading": rotera kring a och fa ab'c’
ndatera "pitch": rotera kring b' och fa a'b'c"
ndatera "roll": rotera kring ¢" och fa a"b"c"
Satt g till resultatet




Quaternions

En matematisk struktur som
kan beskriva rotation kring en
godtycklig vektor ar
kvaternioner (quaternions).

En kvaternion q definieras sa har:

d = (dg: A1, o, d3) = (Ag, Q)
i2=j2=k2=ijk=-1

g=0, + 0y + 05K

Observera att g INTE ar rotationsaxeln v!




Quaternions

Lite kvaternionalgebra: tag tva kvaternioner a och b:

d= (qO; q]_’ q21 qS) — (qO’ q)
= (po, P, Po, p3) — (pO’ p)

Addition och multiplikation:

a+b=(py+ G5 P+ 0)
ab = (Pgdo—P - 4, P + Pod + P % Q)

Norm och invers:

a°=0y*+q-q
at=(1/1]a?)(q, -0)




Quaternions

Tag en punkt P 1 3D. Skapa kvaternionen

p=(0,P)

Valj rotationsaxeln v och normera den.
Lat rotationsvinkeln vara 0.

Skapa nu kvaternionen r enligt

r = (cos(6/2), sin(6/2)v)
r-1 = (cos(6/2), -sin(6/2)v)




Man kan visa att

p'=rpr

ar resultatet av att rotera punkten P
0 radianer kring vektorn v.

Om a och b ar kvaternioner som representerar
rotation enl. ovan galler ocksa att

q=ab

ar resultatet av att kombinera rotationerna
(forst a, sedan b).




Quaternions

» Det gar enkelt att konvertera en kvaternion
till en roetationsmatris (och tvart om), se
Kursbunten eller kursboken!

Det kan lona sig att lagra orienteringar som
Kvaternioner: 4 flyttal ist. for 3x3 = 9 (for
en rotationsmatris)

e Kvaternioner gor det enkelt att interpolera
mellan orienteringar, se kursbunten!




Projektioner

Brook Taylor, New Principles of Linear Perspective, 1719.




Projektioner

Planar Geometric Projections

/\

Parallell Perspective

— T I

Orthographic Oblique 1-pt 2-pt 3-pt

O\ N\

Multiview  Axonometric Cavalier Cabinet

I

Isometric Dimetric Trimetric

Alla projektionerna finns beskrivna i kursbunten.




Ortogratisk projektion

Projektorerna ar vinkelrata mot projektionsytan.
Avstand och vinklar bevaras i projektionen.

-
-
-
-
-




Perspektivprojektion (enpunkts)

Storlek minskar med avstand fran projektionsytan.
Avstand och vinklar bevaras inte i projektionen.




Perspektivprojektion

Antag att vi projicerar punkten P pa ett bildplan som
ligger d enheter fran origo och ar parallellt med x-y-planet:

Bildplan




Perspektivprojektion

Likformiga trianglar:

Analogt for x,.
Sa den projicerade punkten blir:

P, = [x/(z/d) yl(z/d) d 1]T




Perspektivprojektion

Vi vill kunna skriva perspektivprojektionen som en matris P.
For att kunna gora det maste vi inféra en ny operation.

Om vi transformerar en punkt
= [x y Z W]T

sa att w blir skilt fran 1 ser vi till att alltid
dividera med w innan vi fortsatter, d.v.s.

P=[xw yw zw 1]T




Perspektivprojektion

Om z/d # 1 dividerar
vi alla komponenterna Detta kallas
med z/d innan vi perspektivdivision
anvander punkten sa att i OpenGL.
vi far




Perspektivprojektion

| OpenGL ar projektionerna lite mer komplicerade
an vad som sagts har. Anledningen ar att man vill
kunna klippa grafiska primitiver mot den volym
som ”’syns” pa projektionsplanet pa ett och samma
satt oavsett vilken sorts projektion man har.
| OpenGL klipps alla polygoner mot volymen

Man maste m.a.o. konstruera en projektionsmatris som
svarar mot detta.




Perspektivprojektion

Matrisen ar en kombination av tva operatorer:

2) Ortografisk
1) Distortion projektion

Klippning gors |
detta lage.

Detaljer finns | kursboken.




Transtormationer 1 OpenGL

Objektkoord. Ogonkoord. Klippkoord.

yz Modelview- Projektions- Y.

— 'l matris matris e

(0}
Wo Kameraram
till varldsram

Klippning

l

Viewport- Perspektiv-
transformation division

Fonsterkoord. Normerade
enhetskoord.




Att positionera kameran

Antingen téanker man att kameran flyttas i forhallande varldens ram,
eller att varldsramen flyttas sa att den hamnar framfér kameran.
Operationerna ar inverser av varandra.

| OpenGL &ar kameraramen fix sa rent matematiskt
galler det senare alternativet. Men det finns en funktion som
hjalper en att "flytta varlden” sa att det motsvarar att flytta kameran.




Kombinationer av transformationer

Pa motsyvarande satt
som | 2D.

Varje transformation
motsvarar ett byte av
ram.

Sa successiva
transformationer ar
ocksa successiva byten
av koordinatsystem!




Hierarkiska modeller




Hierarkiska modeller'i OpenGL

Matrisstack

Objektl.oord. _ Ogonkoord. Klippkoord.

Y, Modelview- Y Projektions- Y,

| matris 7 matris 7
(0] e C

Wo We We

Viewport- Xn Perspektiv-

transformation Yn division

Zy

Fonsterkoord. Normerade
enhetskoord.




