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Representation av kurvor

Generellt Exempel
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Parametriska kurvor

Om vi deriverar uttrycket for kurvan

-1

far vi en vektor som definierar kurvans tangent:

Cdfi(u) |
a’p_(u) _ du
du df,(u)
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Exempel

’ dp(w) _|[ 1
p(u) = { MZJ du 2u

O<u<l

| ©=0.5 far vi tangenten {:ﬂ




Exempel

i Parametnic curves

X = cos(2ujcos(u)
y = cos(2u)sin(u)
u = 5.739995

dxfdu = -2sin(2u)cos(u)-cos(2u)sin{u)
dy/du = -2sin(2u)sin(u)+cos(2u)cos(u)




Parametriska ytor

For ytor kravs tva parametrar:
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Parametriska ytor

De vektorer vi far om vi deriverar m.a.p. u och v
definierar ytans tangentplan:
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NRYE= ar ytans normal.




Exempel

i Parametric suiface : Parametric surface

X=v X=V
y = sin(uv)/2 ¥ = sin(uv)f2
z=u z=U

u = 1.620000 u=-1.180000
v = 1.120000 v = -0.800000




Parametriska polynomkurvor

Da p(«) ar ett polynom i u kallas kurvan polynomkurva.

( 2 no o
C,o T UCq4 T UC, T .. TUC

Xxn

)
7.(u)
)

L
O<u<l

Polynomkurvor, visar det sig, har egenskaper
som ar intressanta for datorgrafik och CAD/CAM.




Interpolerande polynomkurvor

Antag att vi har fyra styrpunkter p,, p;, p, och p,
och att vi vill att kurvan ska ga genom dessa punkter.

o

Py °p3

[ J
“p,

Po = (Pox Poy Po)'s P1= (P1x P1y P1)"s P2 = (0ar Doy P2)7 P = (03 P3y P2’

Vi samlar koordinaterna i tre vektorer:
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Pox Poy Po;
—_ p 1x _ p 1z
px - P2y py - P2




Interpolerande polynomkurvor

Vi bestammer att kurvan ska ga genom styrpunkterna vid
u=0,u=1/3,u=2/3 och u=1.

Py

[ =

Vilka polynomkoefficienter ska vi ha?




Interpolerande polynomkurvor

Lat oss borja med x-komponenten. Vi hade att
J[x(u) — Cx0 T UCy T u2€x2 T u30x3
och vi vill ha

10) =po, f£(113)=py, fA213)=p,, [f1)=ps,

Pox ~ €x0

P3x = Cxo T Cx1 T Cx2 T Cy3

P1e= 6ot (U3)cyy + (13)°c,, + (13)°c g
Por = Cyo T (213)c,y + (213)%¢,, + (213)°cq




Interpolerande polynomkurvor

Loser man ekvationssystemet far man

Cox = Pox

C1x = —0.9Pg, + Oy, —4.9p;y, + P,

Cox = o, — 22.9p4, + 18p,, — 4.5p5,

cs, = —4.5py, + 13.5p,. — 13.5p, + 4.5p,,

y- och z-komponenterna far samma varden.

Kurvan som har dessa c-koefficienter sags
Interpolera de fyra styrpunkterna.




Exempel




Exempel

]ic(u) — Cy0 + UCyq + uzch T u30x3

Po=(0 0)" p,=(1 0)" p,=(1 1)" p;=(0 1)7

Cox :pOx

Crx = —0.9pg, t 1, —4.9py, * P,

Cox = 9p0x _ 225p1x T 18p2x _ 4'5p3x

cs = —4.5py, + 13.5p,. — 13.5p, + 4.5p,,

J
Cox — 0
¢, =-550+91-451+0=45
2, =90-2251+181-450=-45
¢, =—450+1351-1351+450=0




Exempel

f(u) = c o +uc,y +uc, +ucy

Po=(0 0)" p,=(1 0)" p,=(1 1)" p;=(0 1)7

C()y = pOy
C1y = —2.9pg, t Opy, —4.9p,, * 3,
Coy = Opo, — 22.9py, + 18p,, — 4.9p;,

3y = —4.9pg, + 13.9p,, — 13.9p,, + 4.9p;,

U

Coy =0
cy=-950+90-451+1=-35
Cy=9:0-2250+181-451=13.5
c;, =—450+13.50-13.51+451=-9




Exempel

fi(u) =0+ 45u —45u2 + 0 - 13
f,(u) =0 — 3.5u + 13.5u* — u3

04t — -
1.26479, -0055783¢4




Exempel

I Interpolating curve

P0 = (-1.500000 0.000000)
P1 = (0.250000 1.000000)
P2 = (0.750000 -1.000000)
P3 = (1.500000 0.000000)
u = 0.848819




Blandningspoelynom

Funktion b(z) som visar hur varje styrpunkt
bidrar till kurvan nar u sveps fran 0 till 1.

Exempel: En kurva som interpolerar tva styrpunkter:

fu) = (1 —u)py, + upy,
() = (1= u)py, + up,,




Blandningspoelynom

Blandningspolynom for en interpolerande kurva.




En parametrisk kubisk polynomkurva
ar en kurva pa formen

P(u) = bo(u)pg + b1 (u)Py + by (u)P, + ba(u)P;

dar

p; ar kurvans styrpunkter och
b(u) ar kurvans blandningspolynom.




Utritning av parametriska kurvor

draw2DCurve(float px[4], float py[4], float step) {

float u;
float oldx, oldy;
for (u = 0.0F; u <= 1.0f; u += step) {

float cOx px[0];

float cOy = py[0];

float clx = -5.5 * px[0] +

9 * px[1] - 4.5 * px[2] + px[3];

float u2 u* u;

float u3 u * u2;

float Xx = cOX + clx * U + €c2x * u2 + c3x * u3;
float y = cOy + cly * u + c2y * u2 + c3y * u3;
drawLine(oldx, oldy, X, Yy);

oldx = x; oldy = y;

(Egentligen maste man initiera
oldx och oldy ocksa.)




Kubiska polynomytor

PACRN
S, v)
WACRYS




Exempel




Interpolerande polynomytor

Kraver 16 styrpunkter:




Interpolerande polynomytor

Om vi satter v =0 far vi en kurva som ska interpolera
punkterna Py, P1g» P2 OCH Py




Interpolerande polynomytor

Satter vi v =1 far vi en kurva som maste interpolera
punkterna pgs, P13, Po3 0CH Pg.




Interpolerande polynomytor

Lagger man till v =1/3 och v = 2/3 far man
ett linjart ekvationssytem.

N&ar man l6ser detta (se boken) far man
Koefficienterna for polynomen.




Interpolerande polynomytor

-




Sammanlankning av: kurvor

/\g\ Icke-kontinuerlig

% CO-kontinuerlig
/_\\) Ct-kontinuerlig




Hermitekurvor

Fas om man kraver Cl-kontinuitet.
Kurvans ekvation ar (i 2D)

fu) = cq tucy t ey +udcg
f(u) = c g+ uc,y +uc, +udcy,

Vi behaller forsta och sista styrpunkten:

Po = Por Poy)’
P3 = (03 P3)’



Hermitekurvor

Sedan valjer vi tangenten i p, och p; explicit, d.v.s.

KAQ
df(u=0) |

du d]; (u)

\

[ df (u)
du

df (u)
du

\




Hermitekurvor

FOr x-komponenten ar kurvans ekvation
— 2 3
Su) = e o +ucy + ucc, + ute g
och dess derivata ar

fx ’(Z/t) = Cy1 T 2qu2 T 3M20x3

o)

Sa

Pox :/[x(O) = Cxo

P3x :ﬁc(l) = Cxo i Cx1 = Cy2 L Cy3
p’Ox :fx’(O) = Cy1

Pl =f/(1)=cy +2¢,+3c,g




Hermitekurvor

Loser vi ekvationssystemet far vi

[ A

Pox
P1x

fx(u):[l u u? uﬂ '

/
P 1

y- och z-komponenterna blir samma.




Sammanlankning av: kurvor

Vi kan fa Cl-kontinuitet genom att satta samman
tva Hermitekurvor dar tangenten ar densamma
| P, fOor forsta kurvan och P, for andra kurvan:

P




Exempel

: Hermite curve

PO = (-0.204993 -0.961681)
P1 = (0.832718 -0.185615)
P2 = (-0.128653 1.718201)
P3 = (1.006077 -1.378944)
u = 1.000000

L.




Bezierkurvor

Samma som Hermite men specificeras lite annorlunda.
Derivatorna satts till

P2

For att kurvan ska ritas med
linjar hastighet m.a.p. u.
(Inte uppenbart, men kan visas.)




Bezierkurvor

fou) = cyo + ucyy + uc, + udcy

fx '(Z/l) = Cy1 T 2qu2 T 3u26x3

Pox = €0

P1x = €0 T Cy1 T Cy2 T Cy3

3(plx_p0x) :fx,(o) = Cq

33 —P2) =1/ (1) = ¢y t 2¢5 + 3¢




Bezierkurvor

Losningen blir

];(u):[l u Ul uﬂ




Bezierkurvor

i Bezier curve

PO = (0.390230 0.515607)
P1 = (-1.336579 0.581943)
P2 = (1.184531 -0.029442)
P3 =(-1.011832 -1.952770)
u = 1.000000

o 1

-




Beziérytor

Pa motsvarande séatt som for interpolerande ytor
(se boken).




Kubiska B-splinekurvor

Nackdelen med Hermitekurvor ar att
Cl-kontinuitet inte alltid racker.

Det kan I6dsas genom att man slapper kravet att kurvan ska
interpolera slutpunkterna pa kurvan.

P10 ® D,




Kubiska B-splinekurvor

Nackdelen med Hermitekurvor ar att
Cl-kontinuitet inte alltid racker.

Det kan I6dsas genom att man slapper kravet att kurvan ska
interpolera slutpunkterna pa kurvan.

P10 ® D,




Kubiska B-splinekurvor

Nackdelen med Hermitekurvor ar att
Cl-kontinuitet inte alltid racker.

Det kan I6dsas genom att man slapper kravet att kurvan ska
interpolera slutpunkterna pa kurvan.

Pi.1@ ® D,

®
Piso

®
O pi+1

Se boken for harledning.




Exempel

i B-5pline curve

PO = (-1.551545 1.055903)
P1 = (-0.490358 -0.738666)
P2 = (0.238840 0.988653)
P3 = (1.269570 0.369363)

u = 1.000000

Vo




Generaliserade B-splinekurvor:

Vi kan generalisera B-splinekurvsbegreppet.
Vi kan konstruera en funktion

i)
SOEIRAD
fiw)

over Intervallen

UgS UL S U S S UL S U

Vardena u,, uq, ..., u, kallas knutar.




Generaliserade B-splinekurvor:

Den generaliserade B-splinekurvans ekvation ar

p() = D B, (u) p,
i=0

dar B, (u) ar en basfunktion,
| det har fallet ett polynom av grad d
(och p; ar styrpunkterna)

Valjer man B;(z) som blandningspolynom for en
kubisk B-spline (se boken) och knutarna
{0,0,0,0,1,1,1, 1}
far man en Beziérkurva.




NURBS

NURBS = Non-Uniform Rational B-Spline
Variant av generaliserad B-Spline dar
man viktar de olika styrpunkterna.

p(u) = Z B, (u)wp;
i=0

Anledningen ar att man vill ge anvandaren
explicit kontroll dver hur mycket av varje
styrpunkt som ska "tas med”.

En annan fordel ar att en affin transformation
av en NURBS ar ekvivalent med samma
transformation av styrpunkterna.













Catmull-Clark-ytor

Om man anvander kombinationer av polynomytor
kan det vara svart att undvika "sprickor” pa stéllen
dar ytorna mots.

Pixar




Catmull-Clark-ytor




Catmull-Clark-ytor

Face points — medelvardet av hérnen som definierar polygonerna




Catmull-Clark-ytor

Edge points — medelvardet av hdrnen som definierar en kant
och de tva nya face points som hor till polygonerna som hor
till kanten




Catmull-Clark-ytor

Edge points — medelvardet av hdrnen som definierar en kant
och de tva nya face points som hor till polygonerna som hor
till kanten




Catmull-Clark-ytor

Vertex point — den punkt som ar gemensam for polygonerna.
V=(@Q+ ((n-3)/n)S + 2R) /3
Q = medelvardet av alla nya face points
S = den ursprungliga vertex point
R = medelvardet av mittpunkten for de kanter som hor till S




Catmull-Clark-ytor

Bind samman face points med de edge points som
hor till den polygonen




Catmull-Clark-ytor

Bind samman face points med de edge points som
hor till den polygonen




Catmull-Clark-ytor

Bind samman vertex point med edge points




Catmull-Clark-ytor

S5

En iteration klar!




Catmull-Clark-ytor




Catmull-Clark-ytor
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Subdivision for Modeling and Animation
SIGGRAPH 2000 Course Notes




Subdivision schemes

Butterfly 00p Butterfly

Catmull-Clark Doo-Sabin Catmull-Clark

Subdivision for Modeling and Animation
SIGGRAPH 2000 Course Notes




Subdivision schemes

ILOOP Butterfly Catmull-Clark Doo-Sabin

Figure 4.20: Different subdivision schemes produce similar results for smooth meshes.

Subdivision for Modeling and Animation
SIGGRAPH 2000 Course Notes




Subdivision schemes

) ) Catmull-Clark, afier
Initial mesh Loop Catmull-Clark ) )
triangulation

Figure 4.21: Applying Loop and Catmull-Clark subdivision schemes to a model of a chess rook. The
initial mesh is shown on the lefi. Before the Loop scheme was applied, the mesh was triangulated.
Catmull-Clark was applied to the original quadrilateral model and to the triangulated model; note the

substantial difference in surface quality.

Detta ar en av anledningarna till varfor man efterstravar
fyrsidiga polygoner | Maya.

Subdivision for Modeling and Animation
SIGGRAPH 2000 Course Notes




Adaptive subdivision schemes
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Catmull-Clark-ytor: Exempel

. Digimation Real-Time 3D ¥i
Fil= R Con
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Jim Kalogiratos




