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D-transformationer
& Perspektiv

Yngve Sundblad & Gustav Taxén
y@ kth.se

Bakgrund

o Vil borjar med att ta reda| pa hur vi kan
transformera 3D-foremal och gd (projicera)
fran tre dimensioner: till tva.

o Vi tar hand om ljusreflektion och skuggning
senare i kursen!

Transformationer i 3D

Transformation
Viewport-

transformation
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3D-transforamtioner & projektioner

Bakgrund

o Ett smidigt satt att arbeta
med 3D-grafik ar att tanka
siglatt man har en virtuell
kamera som “betraktar” de
foremal man vill rita.

Om vi simulerar hur ljus
fran ljuskallor reflekteras
av ytor och ndr kameran
kan vi fa en bild som i
basta fall liknar ett
fotografi.

Kursmaterial

o 3D-transformationer:
Kursboken (Angel) kap.4

o Projektioner:
Kursboken: (Angel), kap.5
Ingrid' Carlbom & Joseph: Paciorek: Planar Geometric
Projections and Viewing Transformations, Computing
Surveys 10(4), Dec 1978, pp.465-492 (hela -502)
(i kursbunten)

Matematiska byggstenar

o) Skalar (storhet)
o Punkt (position)
o Vektor (langd och riktning)

o Kvaternion (3D-rotation)-orientering
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Skaléir= och kryssprodulkt

Tva av de vanligaste vektoroperationerna i datorgrafik

u-v=(uy+uy,tuy.) = |ulv| cos 0
Skalarprodukten ar 0 omm faktorerna ar
ortogonala (vinkelrata)

uy, uy,—uy,)

uxv=(uy, —uy
ar ortogonal mot

Kryssprodukten (en
bagge faktorerna

Basvektorer:

Givet 3 st 3-dimensionella basvektorer v , v,, v; som
alla ar vinkelrdta mot varandra kan vi skriva vektorn w som

W= 04V T 0,V, 0,3V,

Ramar (frames)

Vi definierar en ram som (v,, v,, vs, P;)
dar P, kallas ramens origo.
For punkter i denna ram galler:

P=Py v, Ty, +M3v;

27 mars
3D-transforamtioner & projektioner

Hoger- och vansterhant koordinat-

system

P

z

Direct 3D anvander ett vansterhant
koordinatsystem med
x-axeln till hoger, y-axeln uppét.
z-axeln pekar in i skarmen.

OpenGL anvander ett hogerh@nt
koordinatsystem med
x-axeln till hdger, y-axeln uppét.
z-axeln pekar utdt ur skdrmen.

1 fortsattningen arbetar vi i hdgerhanta koordinatsystem.

Basvektorer:

Vi infor “vektorer i vektorer” for att kunna skriva
W =0,V T 0,V, T oV,
lite kortare som:

v,
w=al|v,

dar

Ramar (frames)

eller P=pT

dar

p'= {‘11 M
(4D homogena koordinater, jfr 3D homogena for punkter i planet)
Vi definierar 1-P=P och 0-P =0
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Ramar (frames)

En riktningsvektor w i denna ram skrivs

‘ o, O, o

Riktningsvektorer definieras alltsd oberoende av origo.

Byte av ram

W =YV T Yv2 FYYs
Uy = Y21V F¥2aVa T ¥23V3
Y311 T V322 T ¥33V3

YarVi T ¥a2V2 T ¥a3V3 + P

Det ar smidigare att skriva rambytet pd matrisform:

Punkter och rambyte

Vi
|V -
b™ | “|=a'
Vs
P()
)

=

bTM = a”

S
a=MT"b
och omvant:
b =(M")'a

D.v.s. P's koordinater i ram 2 f8s om man
multiplicerar koordinaterna fér ram 1 med (MT)-.
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Byte av: ram

Givet tv ramar (v,, v,, vs, Py) och
(uy, u,, uy, Q), kan vi skriva

u; =YV YYa Yy
W) =YV T ¥2V2 T V23V

Punkter och rambyte
Ta nu en punkt P och definiera den i tva olika ramar:
P=oyv, +a,v, + a3v; + Py i den forsta ramen
P=8u, +Bu, + B;u; +Q, iden andra

Hur @r a- och B-vardena relaterade?

— I(enl. ovan)

P:“%, B, B3 IJ 3 2 :‘(l., 0, 05 1)

(foregaende bild) y

Exempel

Antag att vi har tvé ramar
(V1 Va5 V3, Py) OCh (u, u,, uy, Q)
och att ramarna &r relaterade till varandra enligt féljande:

u, =3v, +4v,)/5
u, = (4v, - 3v,)/5
u; = vy _ -
Q=Py+0.5v; [ 060800
0.8-0.6 0 0
M= 19 0 10
Lo 0 05 1J
(0.6 08 0 0) (0.6 080 0
0.8-0.6 0 0 M= |0.8-0.6 00
0 0 105 0 0 1-0.5
lo 0 01 _ lo o o1
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Exemplet

Tag nu punktena=(1 1 0 1)Tiden forsta ramen.
Vilken &r dess motsvarighet i den andra ramen?

b=M")'a

) ger oss
(06080 0)
b=|08-0600 | 3-]402-051
0 0 1-05 ° ) Ouin,

<051

to 0 0 1)

Fixram och transformationsram:

Ofta jobbar man med en "fixram" (t.ex. kameran/utsiktspunkten)
och en "transformationsram".
Fixramen &r fast och transformationsramen till&ts variera.
Exempel:
Véra koordinater

- < ,* - , -
1 00 0}f oy [ oy d é <
0 1 a,| o, P Transforma-

00 o] |oy-d < tionsram
. h Fixram
00 I 1 | 1
MT Punkt i Motsv.
transf.- punkt i
ramen fixramen

SID-transtformationsmatriser(jfr 2D)

Translation

Skalning

- 0 0 0 o 6o ~ o
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Vi kan ocksd se rambytet som en transformation.
Exemplet:

Antag att "varlden" ar ram 1
och att vi gor ett temporart rambyte till ram 2.

Vi specificerar nu punkten p=(1.4 0.2-0.5 1)T i ram 2.

I ram 1 blir den p ;e =M'p=(1101)T

Med andra ord ar byte av ram och
transformation ekvivalenta begrepp!

Fixram och transfermationsram

Specificera en modell i "sitt eget" koordinatsystem,
objektkoordinater.

"Placera ut" modellen i "vérlden" genom att
definiera en transformationsram.
Multiplicera objektkoordinaterna med M for att
f& modellens koordinater i fixramen.

Groda-modell i dess
objektkoordinatsystem Fixram

/4

~a Transformations-
ram

SD-rotationsmatriser (tre, en i 2ID)

cosf -sinf
sinf cos@
0 0
0 0
0 0

cosf -sinf

Rotation kring z-axeln

- O o O

Rotation kring x-axeln i
sinf cosf

0 0
cos6 sinf
0 0
-sin@ cos6
0 0

Rotation kring y-axeln

—_ O O O = O O O
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Multipla transformationer (som 2ID)

Vi kan sdatta samman transformationer genom att
multiplicera matriserna:

1 1
0 0
0 0 0
000 0
S

0
0
0
1<

(1 00 0)a)
0s 00

00 1-d|| o
000 11

TS

Att specificera orientering
(rotationer)

s Vi borjar med att prova
yaw-pitch-roll (gir-stig-roll).
Antag att flygplanet ar
modellerat sd det initialt
"pekar” [angs z-axeln.

Vi roterar forst kring

z-axeln (roll), sedan kring
y-axeln (yaw), sist kring
x-axeln (pitch).

Kallas for att arbeta med Euler
angles eller Eulermatriser.

Gimbal lock: exempel

Yo

-~

BADE 6, och 6,
beskriver "pitch"!

6y = 90 grader ¢
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Multipla transformationer

Observera att
ordningen p& multiplikationen kan spela roll!

(1 1 0 O (1
0 0 0 0
(0] (1] S
0 000

0
0

S

e
0
00
0

Gimbal lock

s Om Vi roterar en avi axlarna sd den
sammanfaller medi en av: de andra kan vi
hamnai ett lage dar vi tappar information!

o Sjtuationen kallas for Gimbal' lock.

o Beror pé att rotationerna alltid gérs i samma
ordning.

Rotation i 31D

Man kan visa att vilken
orientering (3D-rotation) som helst kan beskrivas som
en (1 st) rotation kring en vektor.

Rotationsmatriserna (kring x-, y- och z-axlarna) kan sattas

ihop till en transformation utgdende frén rotationsvektorn
och rotationsvinkeln
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Allmén 3ID-rotation - Angel 4.9.4

Om rotationsenhetsvektorn ar

a = (ax, ay, az)

och rotationsvinkeln runt denna vektor ar

0

roterar man forst kring x-axeln till y-planet (x=0) med vinkeln
6,= arctan(ay/az); d=\/ay3+az3, cos(8,)=az/d, sin(0,) d,
sedan kring y-axeln till z-planet med vinkeln

0,= -arcsin(ax); cos(0,)=d, sin(0,)=-ax,

sedan kring z-axeln med vinkeln 6,= 0

sedan tillbaka kring y-axeln med vinkeln -6,

sedan tillbaka kring x-axeln med vinkeln -6,

Alitsa blir totala transformationsmatrisen:

R.(-6,) R,(-6,) R,(6) R,(6,) R,(6,)

Kvaternioner (quaternions)

En kvaternion ¢ definieras s& har:

9= (40, 91> 92> 95) = (90> D)
q=q,i+q,) t g3k,
dar (jfr komplexa tal)

) 1

> jk=i, ki=j
ji=-k, kj=-i, ik=j

Kvaternioner - for 3D-rotation

Tag en punkt P i 3D. Skapa kvaternionen
p=(0,P)=xi+yj+zk

Valj rotationsaxeln v och normera den.
L3t rotationsvinkeln vara 6.

Skapa nu kvaternionen r enligt
r=(cos(6/2), sin(6/2)v)
| 1

1= (cos( -sin(6/2)v)
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Kvaternioner, Angel 4.12

En matematisk struktur som kan beskriva 3D-rotation kring
en godtycklig vektor ar kvaternioner (quaternions),
uppfunna 1843 av irlandske matematikern W.R. Hamilton.

Detta motsvarar komplexa talens (Euler mfl, 1700-talet),
i2=-1, anvandning for att beskriva 2D-rotationer i planet:
Z =X+ iy =r(cos p+isin p)

Rotation vinkeln 6 genom multiplikation med

p = cos 6 +isin 6

p*z = r (cos(n + 6) + i sin(u + 6))

Kvaternioner - algebra
Lite kvaternionalgebra: tag tvd kvaternioner a och b:

a=(q0, 91> 92> 43) = (90, 9
b = (P, 1> P2, P3) = (Po; P)

Addition och multiplikation:

atb=(pytqp,p+aq
ab=(pyqo—P " 4, 9P + Pod T P X q)

Norm och invers:

Kvaternioner - for 3[D-rotation

Genom lite réraknande visar man att
p'=rpr!
ger samma resultat som sammansatta
rotationsmatriserna for att
rotera punkten P
6 radianer kring vektorn v.

Om a och b ar kvaternioner som representerar
rotation enl. ovan galler ocks& (analogt med
komplexa talen for 2D-rotationer) att
q=ab
ar resultatet av att kombinera rotationerna
(forst a, sedan b).
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Kyvaternioner:

» Det gar alltsal att konverteraien kvaternion
till' en rotationsmatris (och tvartom)

o Det kan I6na sig att lagra orienteringar som
kvaternioner: 4 flyttal'istallet for 3x3 = 9
(for en rotationsmatris)

o Kvaternioner gor det enkelt att interpolera
mellan orienteringar (for animering)!

Projektioner - historia
Brunelleschi (1377-1446): Duomo, di Firenze mm,

Leonardo da Vinci (1452-1519): Nattvarden mm),
Direr (1471-1528):

Projektioner

Planar Geometric Projections

-
Orthographic Oblique

N N,
Multiview  Axonometric Cavalier Cabinet
g - h 'Y
Isometric  Dimetric Trimetric

Alla projektionerna finns beskrivna med illustrativa figurer
i Carlbom-Pacioreks artikel och i Angel 5.1.
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Projektioner - historia

Projektionsritningar:

Arkitekten Vitruvius il Rom) ar 14 fKr
Perspektiv:

kant av: greker, formaliserat forst (centralperspektiv)
under renassansen, av. arkitekter och malare:

Rafael (1483-1520)

Projektioner - historia

Brook Taylor, New Principles of Linear Perspective, 1719.

Ortografisk projektion
Projektorerna &r vinkelrdta mot
projektionsytan (pd “oandligt avstand”).

I enklaste formen ar det en eller flera vyer (multiview) med
projektionsplan parallella till objektets huvudytor. >
Avstdnd och vinklar bevaras i projektionerna.

Typiskt exempel: maskinritningar

Axonometrisk ortografisk:

Fortfarande vinkelrédta projektorer men objektet vridet s&

att man ser flera ytor.

projektionsplan symmetriskt till alla tre huvudytorna:isometrisk
projektionsplan symmetriskt till tvd av huvudytorna: dimetrisk
projektionsplan utan s&dan symmetri: trimetrisk

Parallellitet bevaras, inte vinklar & avstdnd (samma forkortning)

Sid¢bh av 9



GrIP varen 2008, Forel.10 27 mars
Yngve Sundblad 3D-transforamtioner & projektioner

Perspektivprojektion Perspektivprojektion, Angel 5.4

Projektor pd andligt avsténd.

Storlek minskar med avsténd fran projektionsytan.
Avsténd och vinklar bevaras inte i projektionen.

Parallella linjer konvergerar i “fjarrpunkt” (vanishing point)

Antag att vi projicerar punkten P pd ett bildplan som
ligger d enheter frén origo och &r parallellt med x-y-planet:

Har enpunkts (ett projektionsplan), finns ocksé tvad- och
tre-, se Carlbom-Paciorek

3

} =

Perspektivprojektion Perspektivprojektion
Likformiga trianglar:

Vi vill kunna skriva perspektivprojektionen som en matris M.
For att kunna gora det maste vi inféra en “normeringsoperation”

Om resultatet av en transformation blir en punkt
P= [.\‘ Yy z w:]T

med w skilt frdn 1 ser vi till att alltid

. dividera med w innan vi fortsatter, d.v.s.
Analogt for x,.

Sa den projicerade punkten blir: P=[xw yw ziw 1]T

D d I‘ T

Ortografiskprojektionsmatris

Har ar y,=y
och X,=%
_—/» och z,=-d
it s& vi far
Eftersom =/d = 1 dividerar . e (i boken &r d satt till 0)
vi alla komponenterna y perspektivdivision
med z/d innan vi ’ i OpenGL.
anvander punkten s8 att
vi far
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Att positionera kameran

Antingen tanker man att kameran flyttas i forh&llande varldens ram,
eller att varldsramen flyttas sd att den hamnar framfér kameran.
Operationerna &r inverser av varandra.

1 OpenGL &r kameraramen fix sd rent matematiskt
galler det senare alternativet. Men det finns en funktion som

hjélper en att “flytta vériden” s att det motsvarar att flytta kameran.

Inlamningsuppgift 5
Finns pa webben senast fredag moergon 29 mars.

Individuell, skickas till y@Kkth.se senast 11 april.
(Nagot utstrackt tid)

Fiktiv extenta

Finns pa webben senast
fredag 4 april.

Genomagas sista férelasningen,

14 maj.

Tenta 27 maj 8-13, Q-salar

Nasta foreldsning
Fredag 29 mars kl.8.30-10, sal D3 (ej kl.10-12!)
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Koembinatiener ayv: transformationer

3D alltsa pa
motsvarande satt som
i 2D.

Varje transformation
motsvarar ett byte av
ram.

S3 successiva
transformationer ar
ocksa successiva byten
av koordinatsystem!

M=MM,
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