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LABORATION 3

Integration, Differentialekvationer, Kryptoforcering

Vid redovisningen ska bada i laborationsgruppen kunna redogdra for teori, algoritmer
och resultat! Var val férberedda sd att varje delredovisning gar snabbt och smidigt
(kurvor utskrivna, numeriska resultat noterade — gdrna handskrivna i marginalen pd
detta papper). Sista dag for bonuspoding: 11/10 2012.

1. Numerisk integrering - noggrannhetsordning

Foljande integral ska berdknas
1
1= / v+ 2dx
-1

A. Gor forst foljande laborationsférberedande uppgifter a)-c):

a) Rita forst en graf 6ver integranden, dvs y = v/x + 2. Uppskatta den sokta
integralens virde ur grafen. Svar: [ =

b) Berdkna integralens virde analytiskt, dvs exakt. Svar: I =

I nedanstaende tabell har ett antal trapetsvirden som approximerar I redan
berdknats:

h T(h) Er=T(h)—1 | AT(h) | Textr(h) | Erextr = Textr(h) — I
1 T T T — —
0.5 T T T T T
0.25 2.796336 T T T T
0.125 | 2.797160 T T T T
0.0625 | 2.797366 x T Y T

¢) Rédkna ut och fyll i f6r hand de virden som ska sta i z-positionerna samt i
y-positionen. Antag att y-viardet tas som approximation till I. Uppskatta
trunkeringsfelet 1 detta viarde utifran vad som sagts pa foreldsningen eller
vad som star i NAM, sid 60 (Experimentell felskattning).

Anvind virdena /1.5 = 1.224745, v/2 = 1.414214, /2.5 = 1.581139, /3 =
1.732051

B. Skriv sedan ett MATLABprogram som berdknar integralen numeriskt
med trapetsregeln (se NAM 5.2). Undersok hur trunkeringsfelet, E7, beror av
steglangden, h, genom att plotta felen som funktion av steglingderna h =
1/8,1/16,1/32,1/64. Anvind MATLABs kommando loglog for ploten. Visa
hur vi uppskattar metodens noggrannhetsordning, p, med hjilp av denna plot.

Vad blir p?

Utdka sedan programmet s att integralen berdknas med trapetsregeln och en
extrapolation. Plotta i samma diagram som ovan felet Ep..s som funktion av
h. Vad blir noggrannhetsordningen p nu?



For trapetsregelns noggrannhetsordning géller
lex] = 1 = T(h)] ~ Ch?

dér C &r en konstant, T'(h) ar det numeriskt utrédknade integralvirdet (med tra-
petsregeln eller trapetsregeln och en extrapolation) och I dr det exakta vérdet.
. Numerisk integrering - svangningstiden for en pendel

I den hér uppgiftsdelen skall du rdkna ut svingningtiden for en pendel. En
pendels svingningstid T" beror av utslagsvinkeln g enligt formeln:

T= 4\/51(%)

dér L ar pendelns langd, g ar tyngdaccelerationen och

w/2 d 0
I(p _—/ L , k=sin 2
(+70) 0 1 — k2(sin p)? Stk 2

Lat L = 1 m och g = 9.81 m/s?. Skriv ett program som berdknar sving-
ningstiden 7" for pp-virdena 5,10,....90 grader. For att berikna integralen I(¢g)
anvinds Matlabfunktionen quad. Plotta resultatet, dvs T som funktion av ¢q i
en graf (plotbild 1).

En ofta anvind approximation av 1" &r svangningstiden for sma svingningar:

Denna approximation ar bra for sméa utslagsvinklar, men relativfelet 6kar med
okande utslagsvinkel.Plotta T-viirdet i samma graf som ovan, dvs plotbild 1.
Gér dven en graf som visar relativfelet i 7' som funktion av utslagsvinkeln dé
5 < g < 90 grader, plotbild 2.

. Begynnelsevirdesproblem - Partikelfléde forbi en cylinder

En langstréckt cylinder med radien R = 2 befinner sig i en inkompressibel véts-
ka som strommar i positiv z-riktning med hastigheten 1. Cylinderns axel &r
vinkelrdt mot flodesriktningen. Det hela kan betraktas som ett tvadimensionellt
problem i rummet. Léget, x(¢) och y(t) for en flddespartikel vid tiden ¢ bestdms
av partikelns startposition, z(0) och y(0) och féljande system av differentialekva-
tioner

dx R%(z? —1?) dy 2R?zy

dt (m2 +y2)2 ) dr _(x2 —|—y2)2

a) Skriv om systemet pa vektorform, dvs

du

o

o = f(w)

dir u = (z,y)”. Skriv den MATLABfunktion som svarar mot hégerledet.

b) Berékna med hjilp av ode45 och rita stromningskurvor for tre flédespartiklar
som vid berékningens borjan befinner sig vid £ = —4 och vid y-positionerna 0.4,
1.0 och 1.6. Anvéind axis(’equal’).



4. Differentialekvationer — randvéardesproblem

Foljande differentialekvationsproblem beskriver temperaturfordelningen 7'(x) i
en cylindrisk stav av ldngden L och med tvérsnittsarean A.

d . dT
— ()

der" dx
Vanster och hoger &ndpunkt pa staven har den konstanta temperaturen Tj resp
Tr,. Konstanten k dr stavens viarmeledningsformaga och Q(x) &r den vérme-

méangd som per tidsenhet och volymnsenhet genereras i staven, t ex genom
radioaktivitet.

=Q(x), T0)=To, T(L)=TL (1)

Antag att L = 2 [m], k = 2.5 [J/(K -m - s)], To = 300 [K], T, = 400 [K] och
Q(z) [J/(s-m3)] ér funktionen

Qz) =300~ @3 0<z<L

Differentialekvation med randvillkor (1) kan l6sas numeriskt med hjalp av fi-
nita differensmetoden. Om vi diskretiserar intervallet [0, L] enligt z; = ih,i =
0,1,2,...,n,n + 1, dar h(n + 1) = L och approximerar andraderivatan med
centraldifferens erhalles

—Ti1+2T; - T; 1 .
Gt h22 it :EQ(azi), i=1,2...,n (3)
Diskretiseringen leder till ett linjart ekvationssystem
AT =b (4)

dir A ar en n X n-matris, T" dr en n x 1-vektor med temperaturvirden i det inre
av intervallet och b 4r en n x 1-vektor som beror av bl a randvérdena Ty och 17,
samt Q(x;)-virdena.

a) Skriv ner matrisen A for n = 4 med papper och penna. Vilken struktur
har matrisen A ?

b) Skriv ett MATLAB-program som loser randvirdesproblemet. Matrisen A
kommer endast att ha ett fatal nollskilda element. Matrisen skapar du i MAT-
LAB péa foljande sétt: e = ones(n,1); A = spdiags([-e 2%e -e], -1:1, n,n);

Kommandot spdiags &r ett kommando for att skapa glesa matriser. Gor help
spdiags for mer information.

Med MATLAB-satsen Afull=full(A) skrivs matrisen A ut pa vanlig form. Gor
det for n = 4 och jamfor med resultatet i uppgift a).

Rékna ut temperaturen T for fallet N = 249. Losningen far du genom att 16sa
det linjara ekvationssystemet AT = b i MATLAB med \. Losningen 7' kommer
att innehalla temperaturen i alla punkter x; utom i randpunkterna.

Plotta temperaturen som funktion av x pa hela itervallet 0 < z < L.

Hur stor dr den minimala och maximala temperaturen? (Plocka fram det minsta
och storsta vérdet i vektorn T).



5. Kryptoforcering

Denna deluppgift behandlar hantering av text som data.

Kryptografi har blivit en del av var vardag dven om vi inte ténker s& mycket pa
det. Nar du loggar in péa din personliga banksida eller pratar i mobiltelefonen
sker kommunikationen krypterat. Nar man anvénder kryptering konverterar man
en klartext till en kryptotext med hjilp av en krypteringsmetod och vanligen
dessutom en krypteringsnyckel. Att konvertera tillbaka kallas att dekryptera.
Om man inte kénner till krypteringsmeod eller nyckel maste man gissa for att
aterfinna klartexten. Att gora det systematiskt kallas att forcera kryptotexten.
I denna laboration ska du skriva ett program som forcerar en krypterad text dér
vi vet krypteringsmetoden men sjélva maste hitta nyckeln och sedan dekryptera
texten. Ditt program ska lésa och dekryptera en text pa engelska som finns pa
fil. Det finns ménga olika algoritmer fér kryptering men vi forutsétter att texten
ar krypterad med “caesarrullning” vilket innebéar att varje bokstav har bytts
ut mot en bokstav ett visst antal steg framét i alfabetet. Nyckeln &r antalet
positioner man rullar. Med 2 positioners rullning blir “The zebra has stripes”
krypterat till “Vjg bgdtc jeu uvtkrgu”. Med vetskap om att “e¢” dr den vanligaste
bokstaven i engelsk text kan texten forceras med hjilp av ett frekvensdiagram.
Om t ex bokstaven “g” ar den mest frekventa i kryptotexten kan man gissa att
rullningen ar 2 steg.

Ditt program ska lidsa in den krypterade texten (inklusive blanktecken och rad-
bytestecken) fran en fil till en vektor bestdende av tecken. Skriv dven ut den
krypterade texten pa skidrmen. Déarefter visas ett frekvensdiagram (anvind t ex
pie i MATLAB) 6ver de 10 mest frekventa bokstdverna i den krypterade tex-
ten. Det blir enklare om du forst gor om alla bokstéver till versaler. Darefter
véaljer du antal rullningssteg och skriver ut texten efter rullning. Ditt program
bor ldmna andra tecken &n bokstéver oférdndrade. Nar texten visar en vettig
mening &r rullningen korrekt.

En trevlig bok om kryptering dr Simon Singh, “Kodboken”. I slutet av boken
finns en dekrypteringstévling som var 6ppen for alla i hela virlden att forscka
knécka. Forst ut att 16sa detta krypto var ett gdng Datalogi-doktorander fran
KTH.

LABORATION 3 redovisad och helt klar!
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