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NADA Laboration 6
5 oktober 2006

Ordinéra differentialekvationer och glesa system

Efter den hdr laborationen skall du kdnna igen problemtyperna randvdrdes- och begynnelsevdrdes-
problem for ordindra differentialekvationer och kunna l6sa dessa med differensmetoder. Du skall
kunna analysera noggrannhetsordning och bestaémma stabilitetsegenskaper bdade teoretiskt och expe-
rimentellt. Du skall ocksd ldra dig att ldsa stora linjdra ekvationssystem.

1. Begynnelsevirdesproblem

Lasanvisning: GKN Kap 6.1-6.2

a) Givet ar foljande differentialekvation

d
d—g: =sin(t) — 2y, y(0)=0, ¢e€]0,20].
I denna deluppgift ska ovanstaende differentialekvation 16sas numeriskt med Eulers framatmetod,

Eulers bakatmetod och trapetsmetoden. Uppgiften gar ut pa att undersoka
e hur trunkeringsfelet avtar med steglingden h (for sma virden pa h), dvs noggrannheten
e hur den numeriska 16sningen uppfor sig for 'stora’ h-virden (stabilitet)

(1) Los forst differentialekvationen exakt (analytiskt), dvs med metoder som du lart dig i mate-
matik. Denna 16sning betecknas y(t).

(2) Dela in tidsintervallet [0,20] i n ekvidistanta steg h. Eulerldsningen i en punkt ¢ betecknas
y(t, h). Skriv ett Matlabprogram som beréknar Eulerlosningarna fér n = 100, n = 500 och
n = 1000. Plotta i samma graf den exakta l6sningen y(t) samt de de tre Eulerlosningarna.
Plotta dven i ett loglog-diagram felet |y(20) — y(20, k)| som funktion av h. Vilken ordning
hos Eulers framatmetod kan utldsas ur diagrammet?

Gor samma berdkningar, grafer, diagram och dra slutsatser fér Eulers bakat-metod.

Gor samma, berdkningar, grafer, diagram och dra slutsatser for trapetsmetoden.

(3) Dela in tidsintervallet [0,20] i n = 40, 20,10 och 5 ekvidistanta steg. Berdkna de fyra Euler-
16sningarna och plotta dem tillsammans med den exakta losningen i samma graf.
Gor samma sak med Eulers bakat-metod.
Gor samma sak med trapetsmetoden.
Vilken slutsats kan du dra betraffande den numeriska stabiliteten for de tre metoderna genom
att titta pa graferna?

b) Foljande andra ordningens differentialekvation beskriver en pendels rorelse.

d? d
T T i) =0, 60)=2, Lo)y=0, t=[0.7]
3’ dt
Hér dr ¢ vinkeln och ¢’ vinkelhastigheten. Langden p& snoret ar L = 2 m och tyngdkraften
g=9.81m/s%



(1) Skriv om differentialekvationen som ett system av forsta ordningens differentialekvationer.
Systemet skall redovisas pa papper.

(2) Los systemet med MATLABs inbygga ode-16sare ode45. Vilj ett tidsintervall, [0, 7], som gor
att pendeln hinner svinga ungefér tva hela perioder. Plotta vinkel och vinkelhastighet som
funktion av tiden.

(3) Animera pendelns gang. Animeringen kan goras tex med foljande MATLAB-kod:

for i=1:length(tut)-1
x0=L*sin(fiut(i));y0=-L*cos(fiut(i));
plot([0,x0],[0,y0],’-0")
axis(’equal’)
axis([-1 1 -1 0]*1.2%L)
drawnow
pause (tut (i+1)-tut(i))

end

dér tut dr tidpunkterna vid vilka ode45 har rédknat ut 16sningen och fiut &r den utrdknade
vinkeln.

(4) Bestdm pendelns svangningstid (dvs period). Beror den av L?
(Tips: Gor interpolation i den berdknade pendelrérelsen och 16s ekvationen ¢(¢) = 0 sa kan
man fa svingningstiden.)

2. Randvardesproblem och stora linjara ekvationssystem

Lasanvisning: GKN Kap 6.3 och 4.1 (glesa matriser).

En homogen balk av héghallfast stal ar fritt upplagd horisontellt pa tva rullstéd med avstandet
L = 3.00 m. Balken har ett cirkuldrt tvirsnitt med en radie r = 3.00 - 1072 m och en elasticitets-
modul E = 2.00 - 10" N/m?. Mitt pa balken verkar en nedatriktad kraft P = 200 N. Man vill
berdkna balkens utb&jning, w(z).

For ett tvérsnitt vid ldget  finns ett samband mellan momentet M (z) och balkens utbdjning w(z).
Om kraften P ar tillrackligt liten ges detta samband av fljande linjéra modell
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I ar yttroghetsmomentet for balken och ges utav formeln
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Randvillkoren, att balken &ar fritt upplagd, kan skrivas som
w(0) =0, och w(L)=0. (2)

Ekvation (1) tillsammans med randvillkoren (2) kan lésas numeriskt med hjélp av finita diffe-
rensmetoden. Om vi diskretiserar balken i N + 1 punkter (dvs N delar), z; = jh, j =0,1,...N,
h = L/N, och anvénder en andra ordningens noggrann differens-approximation far vi féljande:

wip1 — 2w +wia _ M(zy)
=— =1,2...N -1 3
h2 EI ) J ) ()

wo=0 wny =0 (ges av randvillkoren)

dar w; ar utbdjningen i punkten x = x;. Diskretiseringen leder till ett linjért ekvationssystem
Aw =f (4)

dar A &r av storlek (N — 1) x (N — 1) och w = (w1, wa,...wy—_1) &r en vektor med de obekanta
utbdjningarna. Vektorn f ges av hogerledet i ekvation (3).

a) Skriv ner matrisen A med papper och penna. Vilken struktur har matrisen A ?

b) Skriv ett matlab-program som léser randvéirdesproblemet. Matrisen A kommer endast att ha
ett fatal nollskilda element. Denna kan du skapa i Matlab pa foljande satt:

B=diag(ones(N-2,1),-1);
A=(-2%eye(N-1)+B+B’) /h~2;

Rékna ut utbdjningen w for fallet NV = 250. Losningen far du genom att 16sa det linjara ekvations-
systemet Aw = f. Du behover ocksé rikna ut f som ges av hogerledet i ekvation (3) och sambanden
for momentet, M (z), och yttroghetsmomentet, I. Anvénd virdena pa L, E, P och r enligt ovan.
Losningen, w, kommer att innehalla utbdjningen i alla punkter, x; utom i randpunkterna déar
w = 0.

Plotta utbdjningen som funktion av x. Hur stor &r den maximala utb6jningen?

¢) Backslash-kommandot i MATLAB anvénder vanlig gausseliminering for att 1sa ekvationssy-
stemet. Undersok hur tidsatgangen for gausseliminering beror av systemmatrisens storlek genom
att 16sa Aw = f for N = 250,500, 1000, 2000. Observera att hégerledet méste rdknas om for de
olika storlekarna. For att méta tiden kan MATLAB-funktionen cputime anvindas (help cputime
ger mer information). For att f& en bra noggrannhet av méitningen av cpu-tiden (eftersom den &r
kort) bor man upprepa berdkningarna (dvs losandet av linjira ekvationssystemet) i en for-slinga
(minst ca 20 ganger) och sedan ta medelvirdet. Plotta tidsdtgngen mot antal intervall N i en
loglog-plot. Hur beror tidsatgangen av N7 Stdmmer detta med vad du vet fran teorin?

d) Nir en matris dr gles (fatal nollskilda element) kan betydligt effektivare metoder dn vanlig
gausseliminering anvéndas for att 16sa ekvationssystemet. Genom att tala om for Matlab att matri-
sen ar gles kommer béttre metoder automatiskt anvindas nar backslash-operatorn anropas. Detta
kan ni enkelt gora hir genom att skriva A=sparse (A). Ga igenom berdkningarna i deluppgifterna b
och ¢ igen. (Tiden &r nu &nnu kortare, kanske behovs fler varv i for-slingan?) Hur stor tidsvinst gor
man i detta fall genom att lata Matlab anvinda metoder for glesa matriser? Plotta tidsatgangen
mot antal delintervall NV i en loglog-plot. Hur beror tidsatgangen av N7 Stdmmer detta med vad
du vet fran teorin?



Tre smé kommentarer:

e Kan det vara sa att ens resultat inte tycks stimma med teorin i boken? Hur motiverar man
sitt (korrekta) resultat da?

e Om man redan fran borjan vet att matrisen skall vara gles kan man istéllet skapa den med

kommandona
e = ones(N-1,1)/h"2;
A = spdiags([e -2%e e], -1:1, N-1, N-1);

e Faktum &r att det egentligen &r ratt dumt att dela upp balken i sa pyttesma bitar. Uppdelning
i N = 10, 20 och 40 foljt av ett stegs Richardson-extrapolation ger ett svar med hogre
noggrannhet dn korningarna med N = 1000 och 2000.

— Men med sa sma N far vi s& usla tids-studier ;)

Hur manga timmar ungefdr har den hdr laborationen tagit?

En fraga pa kursutvirderingen i slutet av kursen kommer att gélla tidsatgang och laborationsomfang. Téank
redan nu igenom vad som &r bra och vad som kan forbattras!
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