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DN1212 Numeriska Metoder och Grundlaggande Programmering
DN1214 Numeriska Metoder for S
Lordag 2007-11-17, kl 9-12

Skrivtid 3 tim. Maximal poiang 35 + bonuspoédng fran arets laborationer (max 4p).

Betygsginser: f{or betyg D: minst 20 podng, for betyg C: &ver 26 poing och fér betyg B: 6ver
29 poéng. Alla poéng ar inklusive bonuspoéng,.

Maxpoéng for uppgifterna anges inom parentes bredvid uppgiftsnumret

Tillatna hjalpmedel: Nadas anvdndarhandledning for MATLAB.
For icke-svensksprakiga tillats ocksa lexikon.

Var god notera att minirdknare ej ar tillaten pa denna tentamen.

Svar skall motiveras och utrdkningar redovisas. Korrekt svar utan motivering eller med felaktig motivering
medfor podngavdrag,.

Da algoritmbeskrivning begérs, avses normalt beskrivning i MATLAB.

Eftersom minirdknare ej ar tillaten ar det tillatet att ldimna enkla berdkningsuttryck oférenklade, tex
c=0.5-0.23cos(m/3) i stillet for det utriknade ¢ = 0.002

() PO. Ange dina bonuspoiing och den kursomgang (linje och termin) dir podingen erhallits. Endast
poéng fran 2007 &r giltiga.

P1. Diverse begrepp
(1) a) Vad innebér Runges fenomen och nér kan det uppsta?

(1.5) b) Ge ett exempel pa en 4 x 4 tridiagonal matris (med siffervirden insatta) och beriikna maximum-
normen av denna matris.

(1) C) Att 16sa ett linjart N x N-ekvationssystem pa en viss dator tar 3 mikrosekunder. Hur lang tid tar

det att pa samma dator 16sa ett system med dubbelt s& manga rader och kolumner om matrisen ar
full?

(2.5) d) Givet ekvationen 10z = e®. Visa med en formel hur man kan anviinda fixpunktsmetoden for att
16sa denna ekvation. Vad géller for att fixpunktsmetoden skall konvergera? (Du behéver ej bevisa
att din formel konvergerar, bara redogora for vad kraven &r).

Tentamen fortsdtter pa ndsta sida. Var god vind!
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P2. Givet integralen

2.0
/ sin(z?) dx
1

.2

(2) a) Stall upp uttrycken for trapetsregeln med dels steglingd 0.4 och dels steglingd 0.2

(1) b) Man har gjort trapetsregelberdkningar med tre olika steglingder 71 = T'(h), To = T(2h) och
T35 = T(4h). Visa hur dessa vérden bor kombineras for att erhalla en, i normala fall, battre
skattning av integralvérdet.

(1) C) Hur kan man skatta trunkeringsfelet i integralvirdet i deluppgift b ovan

(1) d) Hur kan man kolla regelbundenheten i trapetsregelvirdena i deluppgift b ovan?

P3. Givet fsljande tabell
z 11 12 14 16

f 1 3 23 67

(3) a) Ligg ett interpolationspolynom genom de tre sista tabellpunkterna, (dvs z = 12, 14 och 16) med
hjalp av Newtons ansats. Alla koefficienter skall berdknas och dina kalkyler redovisas. (Handrékning)

(2) b) Anvind dina redan utférda berdkningar i deluppgift a ovan. for att bestdmma det interpolations-
polynom som gar igenom alla fyra tabellpunkterna. Redovisa alla berdkningar.

P4. Givet tabellen nedan
01 2 3 4
z 1 2 3 4 6

(4) a) Beriikna parametrarna « och v di man anpassar kurvan
2(t) = a(t —2)% +y(t —1)
till samtliga matdata med minstakvadratmetoden.
(5) b) Skriv ett Matlab-program som berédknar parametrarna «, 3, v och 4 da man anpassar kurvan
2(t) = aft — B)* +y(t - 0)*

till samtliga matdata med minstakvadratmetoden.

P5. Givet differentialekvationsproblemet

Zj = -2 zy 2(10) =2 y(lO) =1
.. med . .
z—%2=1 2(10) =3 9(10) =0

(2) a) Skriv om differentialekvationsproblemet till ett system av forsta ordningen
(dvs standardform/vektorform). Glom inte initialvillkoren.
(3) b) Skatta y(14) och z(14) med (explicita) Eulers metod och steget 2.

(3.5) c¢) Skrivett Matlab-program som (med valfri metod) skattar och plottar y(t) och z(t) (och inget annat)
pa intervallet 10 < ¢ < 15. Kurvan ska se rimligt slat ut.

(1.5) d) Definiera w(t) = §(t)/%(t). Plotta dven w(t) pa samma intervall.
Lycka till och gott fortsatt "nummande” énskar Ninni & Beatrice!
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Pla

P1b

Plc

Pid

P2a

P2b
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P2d
P3a

P3b

Kort forslag till 16sning

Kurvan svinger ut valdigt (fra i ytterkanterna) mellan de givna punkterna vid interpolation av hog
grad.
1 2 00
3 45 0
TexA = 06 7 8 [|A]] =21
0 0 91

(Maximumnormen av en natris 4r summan av tyngsta raden.)

Arbetet att 16sa ett fullt system #r proportionellt mot N2. Ett dubbelt s stort system blir da (2N)? =
8NN3, dvs tar 8 ganger si lang tid. Det tar d& 8 - 3 = 24 mikrosekunder.

Skriv om ekvationen sa att man far ett “ensamt” x pa ena sidan likhetstecknet, = G(x). Iterera sedan
ZTn+1 = G(x,). Metoden konvergerar mot roten z* om startvérdet zq ligger néra roten och |G(x*)| < 1.
Har tex

- Tn ea:
10z =e :>$n+1:1_0j|1_0|<1

eller

10z =€® = x,41 =log(10z) = |1/z| <1

1 1
T(0.4)=0.4- {5 sin(1.2%) + sin(1.6%) + 3 sin(2.02)}
1 1
T(0.2)=0.2- {5 sin(1.2%) + sin(1.4%) + sin(1.6%) + sin(1.8%) + 5 sin(2.02)}

T(h) = T(h) + LRZTCM qug 7y = 1y 4 T T2,

Trunkeringsfelet i Ty skattas som Ep = |T1 — T2| dar
Ty definieras i P2b ovan och Th = Ty + %

(T5 — Ts) /(T2 — T1) =~ 4, dvs dndringen i trapetregelvirdena skall avta cirka en faktor fyra.

Tre punkter innebér ett andragradspolynom. Newton ansats for ett andragradspolynom &r
y(@) =1 + co(x — 1) + cs(x — 1) (x — x2). VAlj tex ©1 =12, x93 =14 och z3 = 16.

y1=y(x1) =c1 +0+0
y2 = y(z2) = c1 + ca(x2 — 1) +0 =

ys = y(x3) = c1 + ca(wg — x1) + c3(zs — 1) (x3 — 22)

C1 =Y = 3
c2=(y2—c1)/(xg —x1) = (23 -3)/(14 - 12) =10
cs = (ys —c1 —ca(ws — 1))/ (w3 — z1) (g — x2)) = (67— 3 —10-4)/((16 — 12)(16 — 14)) =24/8 =3

Fyra punkter innebar ett tredjegradspolynom. Newton ansats for ett tredjegradspolynom é&r

y(x) =c1 +co(x — 1) + es(x — x1)(x — 22) + ca(x — 1) (x — x2)(x — x3). Vilj de forsta tre punkterna
samma som i P3a ovan, dvs 21 = 12, x5 = 14 och x3 = 16. Da blir de tre forsta koefficienterna
desamma, dvs ¢; =3, co =10 och c3 = 3. Aterstar bara att berikna Cy4.

ys = Y(r4) = c1 + ca(wy — v1) + c3(wg — 1) (24 — 22) + ca(rs — 1) (24 — 22) (04 — 73) =

3
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_Ys—c1 - c2(2q — 1) — c3(wq — 1) (24 — 22)(T4 — 73) .

T ez (x4 — 21) (24 — 22) (24 — T3) a
1-3-10-(-1)=3-(=1)-(=3) 1-3+10-9 1
T (11-12)11-14)(11—16) (=15 15

~ 0.067

P4a Satt in matvardena i formeln:

2 =a(t —2)? +(t - 1) 4 1 ]
29 = alty —2)% +y(ty — 1) 1 0 9
m=alt3 =22 +7(t; 1) = 0 1 (a): 3
24 = afty —2)2 +(ty — 1) i ; ! ‘é
25 = alts —2)% +y(ts — 1)

Los det 6verbestimda systemet Ac = b med normalekvationerna AT Ac = ATb

v, (4 1014 34
AA—<—1 0 1 23) (28)

(34 10) <a>_<34) (41 o><a)_<23) L, a=23/4
10 15 ¥ 28 10 15 ¥ 28 v = (28 — 10a)/15
(Starta med normalekvationerna: Dela forst rad ett med tva (17« + 5y = 17). Multiplicera den sedan

med tre (51l + 15y = 51). Subtrahera sedan rad2 fran radl ((51 — 10)ac+ 0y = (51 — 28)).) (Det ger
a=23/41~0.5 och v~ 23/15~ 1.5).

e
SR SFJCIICR
|

(1)_3410 At (4 1014
o | \10 15 “\-1 01 23
3

P4b Parametrarna ( och § forekommer ickelinjart - det blir ett ickelinjart minstakvadratproblem. Los
med Gauss-Newtons metod. Metoden behdver startgissningar pa samtliga parametrar «, 3, v och §.
Svargissat! Men z 6kar med 6kande t sa vi kan gissa sma positiva tal pa samtliga parametrar, tex 1.
Lat f = ot — B)%2 +~(t — 6)* — 2. Det ger Jacobi-matrisen

och programmet

t=(0:4)’;

z=[12 3 4 6]°;

c=[1111]7;

h=1;

while norm(h)>1e-6;
f=c(1)*(t-c(2)).72 + c(3)*(t-c(4))."4 - z ;
J=[(t-c(2)).72, 2*xc(1)*(t-c(2)), (t-c(4))."4, -4*c(3)*(t-c(4))."3];
h=J\f;
disp([c hl)
c=c-h;

end;

alfa=c(1), beta=c(2), gamma=c(3), delta=c(4)

4
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(Faktum &r att startgissningen @« = = v = § = 1 inte var sa lysande bra. Kor man
programmet behtévs hela 49 iterationer innan den konvergerar till 1dsningen o = —0.65, 8 =
0.25, v=10.0034 och § = —4.16, men programmet konvergerar i alla fall!)

P5a Vi har tva andra ordningens differentialekvationer, § = —2zy och Z=2—1.
Da behévs 2-2 =4 hjdlpfunktioner. S&att

uy y u) Ug u1(10) =1
o fu2 |l |y ., ub | | =2, usug _ | u(10)=0
CSlas | T 2 - = uh | Uy med T = uz(10) = 2
Uy z ul uz — 1 ug(10) =3

P5b Stegléngden h = 2 innebdr tva steg fran ¢ = 10 till ¢{ = 14. Eulers (vanliga=explicita)
metod ger Upi1 = U, + h -4, dvs

1 1 0 1 1 -8 —15
_ 10 _ 10 -2-2-11 | -8 _ | -8 ) -2-8-11] | —40
Ug = 9 = U = 9 +2 3 = 8 = Uy = 8 +2 5 = 18
3 3 2—-1 5 5 8—1 19

Ett kortare/snabbare berdkningssédtt &r i tabellform

t ul U us  Ugq 1'1,1 1'1,2 1),3 ﬂ4 hu1 hUQ h’u,g hu4
10 1 0 2 3 0o -4 3 1 0 —8 6 2
12 1 -8 8 5 -8 —-16 5 7 —-16 —-32 10 4
14 —15 —-40 18 19

Slutsvar: y(14) = —15 och z(14) = 18.

P5c Vdlj tex ode45. Den védljer sjdlv en lémplig stegléngd.

function uprim=dudt(t,u);
uprim=[u(2); -2*u(3)*u(1); u(4); u(3d)-1];

[tut,uut]=ode45(’dudt’, [10 15],[1;0;2;3]);
yut=uut (:,1);

zut=uut (:,3);

plot(tut,yut,tut,zut)

P5c Ligg till
wut=uut(:,2) ./ uut(:,4);
hold on;
plot (tut,wut)

/NC



