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2D1212 NumProg, Kompletterande material

Kap.3. Approximation: interpolation och linjara minstakvadratmetoden.

Problem: att representera en funktion givet en tabell 6ver kinda punkter.
T.ex. 6nskar vi approximera funktionen i mellanliggande punkter, eller derivera
eller integrera ett uttryck for funktionen.

I. Interpolation: Ett interpolationspolynom &r ett polynom av grad n som
gar exakt genom n + 1 givna punkter.

Det existerar ett enda sadant polynom, men det finns olika sétt att representera
och berékna det interpolerande polynomet.

Tre viktiga former &r naiva, Newton resp. Lagrange.

Naiva formen

I ett polynom av den naiva formen

P(z) = a1 + apx + asx® + ...+ apy 2"

kan vi bestdmma koefficienterna genom att helt enkelt stélla upp (n + 1) ekva-
tioner i (n+ 1) obekanta. Systemet 16ses med Gausselimination eller \ i Matlab.
Funktionen Polyfit &r ocksa ett alternativ. Detta ar inte en effektiv metod,
och pa grund av illa-konditionering kan noggrannheten bli dalig. Systemmatri-
sen blir fylld, en s.k. vandermonde matris.

Exempel. Temperaturen under jordytan.

Foljande métvirden finns f6r temperaturen 7°(°C') som funktion av djupet under
jordytan d(km) i ett geologiskt sett gammalt kontinentalomrade, enligt geofy-
siska méatningar och berdkningar:

d{0] 50100 | 150 | 200 | 250
T |0 ]491 | 83 | 1162 | 1358 | 1442

Skriv ett Matlab-program som bestdammer koefficienterna i det interpolations-
polynom av lampligt gradtal som gar genom dessa givna punkter. Ditt program
ska dven generera en plotbild over interpolationskurvan, med de givna 6 punk-
terna markerade, samt skriva ut det interpolerade vérdet av T(71.6), dvs da
d ="T1.6 km.

Matlab-kod for att bestamma koefficienterna i det femtegrads interpolationspo-
lynomet, samt plotta resultatet:
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clear, clf

x=[0:50:250] ’;

T=[0 491 853 1162 1358 1442]°;
A=[ones(size(x)) x x.72 x.73 x.74 x.75];
% kolumnvis generering av systemmatrisen
c=A\T;

Tresult=c(1)+c(2)*71.6+c(3)*71.6"2+c(4)*71.6"3+c(5)*71.6"4+c(6)*71.6"5;
disp(’Temperaturen T(71.6)=’), Tresult

xplot=0:250;
Tplot=c(1)+c(2)*xplot+c(3)*xplot. 2+c(4)*xplot. 3+...
c(5)*xplot. ~4+c(6)*xplot."5;
% Alternativ: Aplot=[ones(size(xplot)) xplot xplot."2 xplot.~3 ...
xplot.~4 xplot."5];
% £foljt av: Tplot=Aplot*c;

plot(x,T,’0’ ,xplot,Tplot)

title(’Temperaturen som funktion av djupet under jordytan’)
xlabel (’d(km) )

ylabel (’T(grader C)’)
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Hogre-grads interpolationspolynom har en tendens att uppvisa kraftiga oscilla-
tioner néara intervallets &ndpunkter. Detta kallas for Runges fenomen, och kan
undvikas genom att i stéllet vélja styckvis lagre grads interpolationspolynom
(eller med en lampligare placering av interpolationsnoder néra kanterna).

Newton interpolation
Det n—te grads polynom genom (n + 1) givna punkter kan representeras enligt
Newtons form.

Px)=c+cx—x)t+cglz—o)(c—x)+...+ iz —21) ..o (z —xp)

Berdkningarna leder till ett triangulart linjért ekvationssystem for de okdnda
koefficienterna, och Newton ar dven lamplig for enkla handréakningar.
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Det viktigaste fordelen ar dock att det &r enkelt att lagga till interpolationspunk-
ter (och hoja graden). Endast de koefficienter som tillkommer behover réknas
(de tidigare forblir oférandrade). Jamfor Taylorutveckling for en funktion.

Trunkeringsfelet kan latt skattas med “forsta férsummade termen” i Newtons
ansats (dvs nésta term, om en punkt tillkommer och graden skulle hojas med

1).

FD(E)

Ctrunk = |P(l‘) - f(l‘)’ = | <n+ 1)!

(x—z1) .. (x—xp) (2 — 2p01)]

med 7y <& < Ty

Exempel. Man vill lagga ett polynom genom punkterna i tabellen nedan:

x ] 10001 [ 10002 | 10003
g(x) | 10 12 13

Foresla en lamplig ansats for det sokta polynomet och bestam dess koefficienter
(handrékning).

Newtons ansats for interpolationspolynomet ar lamplig hér
P(z) = ¢; + ca(2 — 10001) + c3(z — 10001)(z — 10002)

Tabellvirdena satts in i uttrycket och ger succesivt

C1 = ].0,

10 + ¢2(10002 — 10001) = 12 vilket ger ¢y = 2

10 + 2(10003 — 10001) + ¢3(10003 — 10001)(10003 — 10002) = 13 vilket ger
c3 = —1/2. Polynomet &r saledes

1
P(z) =10+ 2(x — 10001) — =(x — 10001)(x — 10002
2

II. Linjara minstakvadratmetoden

Las 3.4 1 Q&S. En rét linje anpassas till ett stort antal datapunkter, sa vil som
mojligt i minsta kvadratmetodens mening. Vi har allmént flera ekvationer &n
obekanta, ett s.k. 6verbestamt problem.

Linjen behover inte nédvéindigtvis ga igenom nagon given punkt (till skillnad
fran interpolation). Det anpassningskriteriet som anvéinds &r att felkvadratsum-
man ska minimeras, dvs minimera summan av avvikelsernas kvadrater (avvikel-
serna mellan den anpassade réta linjen och de givna virdena). Problemet kan
inte 16sas exakt, utom da alla punkterna ligger pa den réta linjen.

For en rét linje, enligt den matematiska framstéllningen i kursboken, deriverar
man m.a.p. de obekanta koefficienterna a och b i uttrycket

gla,b) = z (1) — (a+ bay))?

(2
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och satter derivatorna % och % till noll for bestdmning av minimum.

Detta kan generaliseras till hogre gradspolynom (inte enbart en rat linje, som
har gradtal = 1).

Matlab-kommandot polyfit(x,y.m) berdknar automatiskt det anpassade po-
lynomet av grad m, och man far minsta kvadratanpassning da antalet punkter
ar storre dn antalet obekanta (och antalet ekvationer).

Linjara minstakvadratmetoden. Matrisformulering
Framstéallningen i boken géller endast polynom. Vi kan i stéllet anpassa ett
uttryck som &r en linjér kombination av generella basfunktioner ¢;(z),

[H(x) = c101(x) + c2p2(x) + ... + ()

Exempel pa basfunktioner:
(1) ¢y =1, ¢ = z, 3 = 2%, dvs f* dr en parabel.
(2) ¢1 = sinzx, ¢y = cos2x, dvs vi anpassar modellen

f*=cisinx + ¢y cos 2w
(3) d1(t) = e72, ¢y(t) = e, dvs anpassa modellen

f(t) = cre™ + ce™™

Nar antalet punkter > antalet obekanta far vi ett overbestdmt linjart ekva-
tionssystem, Ac ~ f, av dimension m x n, dar m > n. Kolumnerna i A kallas
basvektorer. Systemet 16ses med \ i Matlab. I handrékning stéller man upp
det s.k. normalekvationssystemet A" Ac = AT f. Dirmed reduceras proble-
met till ett kvadratiskt (n x n) linjart ekvationssystem, som kan l6sas m.h.a.
Gausselimination. Ordet “normal” har syftar pa en viss ortogonalitet. Bade med
\ i Matlab, och med 16sning av normala ekvationerna i handridkning, fas den
bésta mojliga anpassningen i minsta kvadratmetoden, dvs felkvadratsumman
minimeras av metoden. Man kan dven visa att residualvektorn f — Ac &r or-
togonal mot basvektorerna i A, eftersom AT (f — Ac) = 0.

Exempel 1. Givet de tre y-virdena, y(—1) = 1, y(0) = 0, y(1) = 2. Anpassa
en rat linje y = kxr + m med minstakvadratmetoden till y-vardena. Bestam k
och m.

Stall upp det kvadratiska uttryck i k£ och m, som minimeras av minstakvadrat-
metoden.

Satt in datavardena i den rata linjens ekvation sa far vi
Ex(=1)+m =1
Ex(0)+m =0
Ex(1)+m =2
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vilket vi med matris- och vektorbeteckningar skriver

11 . |
Ac~b, dir A= 0 1 ,c:< ),b: 0
11 m p

Minstakvadratosningen till detta éverbestamda ekvationssystem ges av norma-
lekvationerna AT Ac = ATb dvs

(6 3) ()= (5)

0 3)\m/) \3

Losningen blir £ = 1/2 och m = 1.

I minstakvadratmetoden minimeras felkvadratsumman, i detta fall

glk,m)=(1+k—m)*+m?>+ (2 -k —m)?

Exempel 2. Antag att en funktion f(z) = a-sin(0.27x) 4+ b - sin(0.027x) ska
anpassas till en uppséittning méatdata (z;, f;),7 = 1,2, ..., 100.

Formulera det linjara ekvationssystem som ger minstakvadratlosningen till pro-
blemet. Vilken dimension har detta ekvationssystem? Ange med formler hur
elementen i systemmatrisen och komponenterna av hogerledsvektorn ser ut.
Stall upp det uttryck i variablerna a och b som i a. minimeras av minsta-
kvadratmetoden.

Normalekvationssystemet har dimension 2x2 (tva obekanta i det linjara Gverbe-
stamda systemet).
Overbestamda systemet:

sin(0.27rz1)  sin(0.027zy)
sin(0.2mz2)  sin(0.027x,) a
. . Y Cc= ( b) Y f

hi
Ac~ f, dar A= :

sin(0.272199)  sin(0.027z100) J1o0
Minstakvadratosningen till detta éverbestdmda ekvationssystem ges av norma-
lekvationerna AT Ac = AT f. Elementen i normalekvationssystemets systemma-
tris och hogerled beridknas pa foljande sétt:

AT A — sin? 0.2721 + ... + sin2 0.272 100 sin 0.027zy - sin 0.27x1 + . .. + sin 0.027w 100 - sin 0.27x 100
sin 0.027xy - sin0.27wxy 4+ ... 4+ sin0.027wx 190 - sin0.27wx 100 sin® 0.027x1 + ... 4 sin“ 0.027wxz 100

och
ATf . (fl sin 0.27T$1 + ...+ flOD sin 0.27T$100>
U fisin0.0272q + ... + fi1000.0272100

I minstakvadratmetoden minimeras felkvadratsumman

100
g(a,b) = Z (a-sin(0.27x;) + b - sin(0.027wx;) — fl)2

i=1
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Centrering

For stora virden pa den oberoende variabeln (t.ex. z) kan normalekvationssy-
stemet bli illa-konditionerat, dvs kénsligt for sma fel sasom avrundningsfel. Det
ar fordelaktigare att centrera kring medelvirdet av x—virdena.

Exempelvis om x = 100,101,102,103,104, kan ett anpassande andragradspoly-
nom skrivas i formen f* = ¢; + ca(z — 102) + c3(z — 102)%. T handrikning blir
berdkningarna dessutom betydligt enklare.

Enkla icke-linjara problem

En generell metod for icke-linjara minsta kvadratanpassning (dér de obekanta
ingér icke-linjért i uttrycket) studeras inte i denna kurs.

Dock kan vissa enkla icke-linjira problem transformeras till linjar form (t.ex.
genom logaritmering eller invertering). Minsta kvadratlosningen blir da en hyf-
sad approximation till den egentliga, icke-linjara minsta kvadratlosningen.

Ett exempel kommer att visas pa en foreldsning.



