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OH till Forelasning 11, Numme T1, 121108

GKN Kap 6.3. Differentialekvationer, forts: Randvdrdesproblem

Dagens termer
e Begynnelseviardesproblem e Randvirdesproblem e Bandmatrismetoden
e centraldifferenser e enkelsidiga differenser e sekantmetoden e Finita-Differens-Metoden
e (Inskjutningsmetoden) e (Finita-Element-Metoden)

Finita DifferensMetoden (=FDM, fd Bandmatrismetoden)
Exempel 1:

2y" + 4y’ + xy = 32° y(1) =05, y(2)=0.9

Diskretisera intervallet, y(z;) = y;, ¢ = 0..n dir n ar antalet delar vi delat upp intervallet i. I vart exempel
ar tva y; kidnda, yo = 0.5 och y, = 0.9. Ersétt sedan alla derivator med differenser, centraldifferenser ger
noggrannare svar (felet ~ h?):

y(x +h) —ylx —h)

y'(z) ~ o V(@) ~ y(x +h) = 2y(z) +y(z — h)

h2

Satt in dessa approximationer i differentialekvationen och sortera sedan pa index:

i+1 — 2Yi + Yi— i+1 — Yi— ,
2<y+1 hy2+y 1>+4<%>+%yi:3$§ i1 n—1
2 2 4 2 2 .
<ﬁ_h>yl 1+<h2 ‘)yi+<ﬁ+ﬁ>yi+1=31‘? i=1..n—1

Om vi delar upp intervallet i fyra delar, n =4, sa far vi h = (2 —-1) /4 =0.25, z; = 1 + i - 0.25 och
2 2 n —4 n 2 2
12 L Yo h2 1 h2 h Y2
2 2 4 2 2
w2 Y1+ h2 Y2 + h2+ﬁ Y3
2 2 —4 2 2 ) ,
2 Y2 + T tx3 | ys+ h2 h Ya = 373 i=3

vilket nér vi flyttar 6ver alla kédnda y-véirden till hogerledet ger oss 3 x 3-ekvationssytemet for vara tre
obekanta: (yo och y4 ar ju redan kénda)

327 i=1

373 i=2

(72 +21) (2 +3) 0 vi 3¢t — (7% = 7) wo
on) GEta) (E+i) | |we]= 323
0 (z—%) (@ +m)/ \w 305 — (7% +7) s

Om vi i stéllet hade delat upp intervallet i sex delar, n = 6 sa hade vi fatt z; = 144 - (1/6) och de kinda
y-virdena skulle ha varit yo = 0.5 och yg = 0.9. Vi hade da haft fem obekanta y1,y2,ys, y4 och ys och vi
hade fatt 5 x 5-ekvationssystemet

IS

(77 +21) (= +7) 0 0 0 ” 3¢t = (72 = 7) vo
(-7 (Z+e) (F+37 0 0 2 323

0 (-7 (Z+z) (F+37) 0 vs | = 33

0 0 (-7 (E+z) (F+7) | |wm 3o

0 0 0 (Z-2) (+as)/) \us 303 — (7 + 7) o

Vi ser nu tydligare den typiska strukturen for FDM /bandmatrismetoden, ett band pa diagonalen av matrisen
och att forsta och sista ekvationen paverkats av randvillkoren.
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Exempel 2 : 2y + 4y’ + xy = 322 y(1) =0.5, y'(2)=0.8 Skatta y(1.5) och y(2)

Lat oss aterigen dela in intervallet i fyra delar, z-vérdena ar inga problem x; = 1 + i - 0.25, inte heller det
vanstra randdvérdet yo = 0.5 men det andra ar lite krangligare! Det vi har ar derivatan och inte y-vérdet.
Vi har alltsa inget véarde pa y4. Men vi gor som vanligt, approximera derivatan med en centraldifferens:

y'(2) ~ y52_hy3 och /(2)=08 = ys=ys+2h 08 (+)

vi blandar tillfdlligt in en pahittad punkt x5 med tillhérande vérde y5. Vi tar ocksa med denna extrapunkt
nar vi satter in differenserna i differentialekvationen:

i+1 — 2Yi + Yi— i+1 — Yi— - j
2<y+1 hy2+y 1)4—4(%)—!—@%:333? i=1...n dvs i=1...4
2 2 —4 2 2
(ﬁ—ﬁ>yi1+<?+xi>yi+<ﬁ+ﬁ>yi+1=3xf i=1...n dvs i=1...4

men i den sista ekvationen ersétter vi ys med uttrycket (x) ovan vilket ger

2 2 —4 2 2 2

)t g e et gzt ) v =8
2 2 —4 2 2
(ﬁ—ﬁ>y3+<?+x4>y‘*+<ﬁ+ﬁ> {y3+2h'0'8}:3x3

2 2 2 2 —4 9 2 2
(ﬁ_ﬁ+ﬁ+ﬁ>y3+<ﬁ+x4>y4:3$4_<ﬁ+ﬁ>2h08

vilket till slut ger oss 4 x 4-ekvationssystemet for vara fyra obekanta yi,y2,y3 och yy:

(77 +o)  (F+7) 0 0 v 3a% — (& = #) wo
woh) GE+m) (E+i) 0 v | _ 33
0 (-7 (Ftes) (F+7) | |w 33
0 0 (%) (G +a)) \w v — (72 +7)2h-08

Vi kénner igen bandstrukturen med forsta och sista ekvationen lite speciella pa grund av randvérdena.
Skattningen av y(1.5) hittar vi i y2 och skattningen av y(2) hittar vi i ys.

Ett alternativ till foregaende matris &ar foljande. Infér pa samma sétt som ovan extrapunkten ys men
eliminera den inte utan lagg till det annorlunda randvillkoret som en extra ekvation:

(77 +21) (E+3) 0 0 0 i 322 — (% — 2) o
&2 = +z2) (F+32) 0 0 Yo 33
0 (=-%) (E+ws) (F+7) 0 ys | = 323
0 0 (Z-%) (F+m) (F+3) ) |w 3u}
0 0 (3%) 0 (37) Ys 0.8

Fordelen med detta sétt dr att man slipper gora en massa handrékningar for att eliminera extrapunkten,
man satter ju bara in randvillkoret. (Minskar risken att det blir fel!) Nackdelarna &r att man far ett lite
storre ekvationssystem, man far med extrapunkten i sin 16sningvektor (punkten finns ju inte och maste tas
bort) och matrisen forlorar sin tridiagonala form.

Detta sdtt kan alltid anvdndas, dvs att man alltid som forsta och sista ekvation tar sjidlva randvérdena.
Da blir ekvationerna emellan exakt differensekvationerna utan édndringar:

1 0 0 0 0 0 Yo 0.5
(-7 (F+=) (EF+3) 0 0 0 n 322
0 (=-%) (GE+) (F+7) 0 0 yo | _ | 323
0 0 (%) (F+z) (F+3) 0 ys | | 323
0 0 0 (Z-%) (E+w) (F+3))|w 3u}
0 0 0 (57) 0 (&) Ys 0.8
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n h y(2)band A A/ g(2)band
4 0.25000 -14.254 108 - - -
8 0.12500 -15.657 830 -1.403 722 -0.467 908 -16.125 738
16 0.06250 -16.039 723 -0.381 893 -0.127 298 -16.167 021
32 0.03125 -16.137 317 -0.097 593 -0.032 531 -16.169 848

Valt virde —16.169848 ger Epryni = |(—16.169848) — (—16.167021)| = 0.002827. Svarar jag —16.1698 far jag
Epres = |(—16.1698) — (—16.169848)| = 0.000048 dvs Eyot = Etrunk+ Epres = 0.00282740.000048 = 0.002875
och slutsvaret —16.1698 4+ 0.0029

Inskjutningsmetoden

Fran forra veckan: Ett begynnelseviardesproblem

2y" + 4y’ + wy = 327 y(1) = 0.5, y'(1)=0.1 Skatta y(2)

Skriv om till standardform: y” = —2y’ — %xy + %xQ. En andra ordningens DE, infor tva hjéalpvariabler

r_
ul =y ul’ = {y} =4 ul’ = u2 ulyg = 0.5
, = , med
u2 =y u2 = {y/} = y” u2g = 0.1
function uprim=dudx(x,u);

uprim=[u(2);
-2xu(2)-0.5xx*u(1)+1.5%x*x] ;

Exempel 3 :

3 9
533
x0=1; xslut=2; y0=0.5; yprim0=0.1;
u0=[y0; yprim0];
[xut,uut]=0dRK(’dudx’,x0,xslut,u0,10);
plot(xut,uut)

n=length(xut) ;

yslut=uut(n,1)

1
w2 = —2u2 — 3% ul +

Idag: Ett randvardesproblem
2y" + 4y’ + xy = 327 y(1) =05, y'(2)=0.8 Skatta 3(2)
Vi kan inte anvénda ode45 eller odRK eftersom vi inte vet tillrackligt for att kunna starta! Men vi kan gissa
y'(1) och anvéinda ode45 och om vi da far att y'(2) = 0.8 s har vi gissat rétt.

Exempel 2 igen :

Gissat y'(1) 2 1

Gav y(2) 1.9744 15010
Gav y/(2) 15411 15254
Fel=4/(2) — 0.8 0.7411 0.7254

Var uppgift ar alltsa att hitta ett varde pa y/(1) sa att y'(2) = 0.8. Men detta ar ekvationslosning!!! Vi
sétter ihop en funktion som skall bli noll nér vi har gissat ratt. Da har vi fatt fram det virde som behovs
for att kunna 16sa differentialekvationen med en vanlig begynnelsevardes-problemlosare.

function [fel]l=felfunk(giss); giss0=2; gissl=1;

x0=1; xslut=2; y0=0.5; ratt=0.8; felO=felfunk(gissO);

yprimO=giss; disp(’ Gissning Fel Korr’);
u0=[y0; yprim0]; disp([gissO fel0])
[xut,uut]=0dRK(’dudx’,x0,xslut,u0,10); t=1;

while abs(t)>1e-12;
fell=felfunk(gissl);
t=fell*(gissl-giss0)/(fell-fel0);
disp([gissl fell t])
felO=fell; gissO=gissl; gissl=gissi-t;
end;
yprimstart=gissl

n=length(xut) ;
yslut=uut(n,1); yprimslut=uut(n,2);
fel=yprimslut-ratt;

x0=1; xslut=2; y0=0.5;

u0=[y0; yprimstart];
[xut,uut]=0dRK(’dudx’,x0,xslut,u0,10);
plot(xut,uut);

n=length(xut) ;

yslut=uut(n,1)



SF1664, Envariabel, Num Met & Grund Prog, T1, HT2012/VT2013, Ninni Carlsund Levin, Foreldsning 11

Man kan forstas byta ut Runge-Kutta mot Matlabs ode45 och den egenskrivna sekantmetoden mot
Matlabs fzero!

function [fel,xut,uut]=felfunk2(giss); giss0=-45;

x0=1; xslut=2; y0=0.5; ratt=0.8; yprimstart=fzero(’felfunk2’,giss0)
yprimO=giss;

u0=[y0; yprimO]; [fel,xut,uut]=felfunk2(yprimstart)
[xut,uut]=o0de45(’dudx’, [x0,xslut] ,u0); plot(xut,uut);

n=length(xut) ; yslut=uut (end, 1)
yprimslut=uut(n,2); yprimslut=uut (end,2)

fel=yprimslut-ratt;

En hjilp for att hitta en bra startgissning kan vara:

gg=[-10:5:20]; mm=[];
for g=gg; m=fehl(g,0); mm=[mm m]; end;

plot(gg,mm) ;
grid on
Felskattning
Da vi i Runge-Kutta gjort rékningar med konstant steg kan vi Richardson-extrapolera:
n h y(2)rK A A/ 92)rK

10 0.1000 -16.167 759 802 - - -

20 0.0500 -16.169 906 637 -0.002 146 834 -0.000 143 122 -16.170 049 759
40 0.0250 -16.170 032 762 -0.000 126 125 -0.000 008 408 -16.170 041 170
80 0.0125 -16.170 040 404 -0.000 007 642 -0.000 000 510 -16.170 040 914

Regelbundna kvoter gor att valt varde blir —16.170040914. Eypyni = |(—16.170040914)—(—16.170041170)| =
0.000000256. Avrundat till sju decimaler blir Ep..s = |(—16.1700409) — (—16.170040914)| = 0.000000014.
Eiot = Eirunk + Epres = 0.000000270 och slutsvaret —16.1700409 & 0.0000003.

I programmet med ode45, skattar vi trunkeringsfelet genom att prova olika toleranser:
RelTol = 1-107% = n =18, y, = —45.326101697, y(2) = —16.170043359 och RelTol = 1-107° = n = 35,
yo = —45.326095709, y(2) = —16.170040955 varvid vi svarar y(2) = —16.17004.

Felgransen i fzero respektive sekantmetoden gor i detta exempel ingen skillnad, ety felfunktionen i detta
exempel ar en rat linje, dvs metoderna ger ett svar med alla siffrorna ratt efter bara ett steg. Da detta
inte géller: forsok valja felgransen i ekvationslosningsmetoden sa liten att den kan forsummas i slutsvaret.
Annars far vi ett E}np fran ekvationslosandet ocksa.

Ex1: Band, N=4 & 8 Ex2 - fel vs gissn Ex2 - losn
1 1.2 10
0.9 0
0.8 1
-10
0.7
-20
0.6 0.8
-30
0.54
0.4 0.6 -40
0.3 -50
1 1.5 2 -10 0 10 20 1 1.5 2
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