Radioaktivt sonderfall DN1215 ME, F¢6 4

Ekvationerna som beskriver hur ett radioaktivt amne A sonderfaller till Amnet B som i sin tur
sonderfaller till C

k1 ko
A —- B — C
ges av
dxl/dt = —kliI,'l xl(O) =100
dl‘g/dt = kll'l - inL‘Q LUQ(O) =0
dl‘g/dt = kgl‘g £U3(0) =0

dér z; star for mingden av &mne A, x5 mangden av &mne B och 3 méngden av &mne C. ky
och ko ar tidskonstanter for sonderfallet. Fran borjan finns 100 kg av A och ingenting av de tva
Ovriga dmnena.

Detta &r ett linjart system av ordinéra differentialekvationer, av det slag som ni bér ha sett
i matematikkurserna och som kan l6sas exakt. Vi skall emellertid 16sa det numeriskt, och for att
gora det &nnu enklare for oss bérjar vi med att numeriskt 16sa ekvationen

d
d—gt” = kzr  x(0) =100
d.v.s. den forsta av ekvationerna ovan.
Vi anvinder MATLAB rutinen ODE23 och behover da en egendefinierad funktion som defini-
erar differentialekvationen. Vi skapar filen fradiakl.m enligt (k = 10 har valts)

function dxdt=fradiakl(t,x)
dxdt=-10%*x;

Funktionen maste ha tva parametrar:
—den forsta dr den oberoende variabeln, i vart fall tiden t.
—den andra &r den beroende variabeln, i vart fall z(t).
Vi integerar fran ¢ = 0 till ¢ = 1 med begynnelsevirdet z(0) = 100

[tout xout]=ode23(@fradiakl, [0 1],100);
plot (tout,xout) |
grid \

och far vidstaende plotbild.

For att 16sa de tre kopplade ekvationerna med hjalp av ODE23 skapar vi filen fradiak2.m
enligt (k1 = 10 och ko = 1 har valts)

function z=fradiak2(t,x)
%z=(dx1dt dx2dt dx3dt)
k1=10; k2=1;
dx1dt=-k1*x(1);
dx2dt=k1*x (1) -k2*x(2);
dx3dt=k2x*x(2) ;
z=[dx1dt;dx2dt;dx3dt];

Funktionen maste som alltid ha tva parametrar:
— den forsta &r den oberoende variabeln, i vart fall tiden ¢.

— den andra #r den beroende variabeln, i vart fall vektorn z(t).



Vi integerar fran ¢ = 0 till ¢ = 2 med begynnelsevektorn = = (100, 0, 0)7".

x=[100;0;0];

[tout xout]=ode23(@fradiak2,[0 2],x);
plot(tout,xout)

grid

och far nedanstéaende plotbild. De tre komponenterna av 16sningen har plottats som funktion av
tiden. Vilken av kurvorna motsvarar zo?
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Glodlampan

Nér man sldcker bilstralkastarna ser man hur glédtraden svalnar och svartnar, men uppvéirm-
ningen tycks ga mycket fortare. Kan vi illustrera det med en matematisk modell f6r hur en glodtrad
varms upp av strommen och kyls nir strommen slas av? Antag att traden &r tunn sa att tempe-
raturen dr densamma &ver hela tvérsnittet, att den virms av den Ohmska viarmeutvecklingen och
kyls av stralning enligt Boltzmann’s 7% lag.

Da géller med lampligt val av skalor for tiden ¢ och temperaturen y, att

dy

4
A -1
ik (y )

Strommen slas pa vid ¢t = 0, da y = 1, och slas av vid ¢ = 0.003 sa

(10000 < 0.003
=1 0 t>0003

Los begynnelseviardesproblemet med MATLAB-rutinen ode23 och plotta y(t) s& man ser hur
traden svalnar. Vi gor en fil rad.m som definierar hogerledet i differentialekvationen. Syntaxen
hédmtar vi fran help ode23 och odedemo.m.



function [dydt]= rad(t,y);
% dy/dt = q - (y74 - 1)

if t < 0.003
dydt = 10000 +1 - y~4;
else
dydt = 1 - y~4;
end;

Integrera fran ¢ = 0 till ¢ = 0.012 (det krdvs ndgra forsok att se hur langt man ska integrera)
med begynnelsevirdet y(0) = 1:

[tout,yout]= ode23(@rad, [0 0.012],1);
plot (tout,yout)

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012

Vi ser hir att temperaturen gar upp till 90% av sitt slutvirde 10 p& ungefiar 0.001. Nér strom-
men slas av sjunker temperaturen forst raskt, men sedan allt langsammare. Aven 0.009 efter
slackning &r traden fortfarande varmare &n 3. Den observerade effekten syns direkt.

Losningen ser helt korrekt ut och &r det ocksa. Men problemet &r inte helt enkelt: hogerledet
ar diskontinuerligt som funktion av ¢ vid ¢ = 0.003.

Varpakast

Ekvationerna som beskriver en kastrorelse, t.ex. ett varpakast, ges enligt
y

yo

dx/dt =u z(0)=0

dy/dt — =wv y(0) = y0
mdu/dt = —Cuw u(0) = u0
mdv/dt = —mg—Cow v(0) =120



Har ar w = vu2 4+ v? och C,y0,u0,v0 givna konstanter. Vidare ar u hastigheten i x-led, v
hastigheten i y-led, w hastighetens belopp, m massan, C' luftmotstandskoefficienten och g = 9.81.

Fér att simulera varpakast definierar vi vektorn y = (x,y,u, w)T och skriver differentialekva-
tionssystemet pa normalform

y =f(t,y); y(0)=c

enligt (de tva sista ekvationerna har dividerats med m)

de/dt =wu z(0) =0

dy/dt  =wv y(0) = y0
du/dt = —Cuw/m u(0) = u0
dv/dt =—g—Cvw/m v(0)=120

Féljande MATLAB funktion berdknar derivatorna och lagrar dem i vektorn z dar

_,dx dy du dv.g
“=(q at a av’
function z=fvarpa(t,yvek)
g=9.81; C=0.05; m=1;
x=yvek(1); y=yvek(2); u=yvek(3); v=yvek(4);
w=sqrt (u~2+v~2);
z=[u
v
-Cxuxw/m
-g-Cxv*w/m] ;

Funktionen har tva parametrar t,yvek darfor att vi planerar att anvinda ODE23 till simuleringen.
Observera omlagringen fran vektorn yvek till de beteckningar som anviéinds i den matematiska
formuleringen. Detta gors enbart for att géra funktionen mer lattlast och lattkontrollerad.

Vi kan nu simulera varpakast och plottar (z(t),y(t)) med ¢ som en osynlig parameter. For
illustrationen studerar vi en varpa som viger m = 1 kg och har luftmotstandskoefficienten 0.05.

v(0)

r

u(0)

Utkasthastigheterna u(0) och
v(0) specificerar vi lampligen en-
ligt figuren som en utkastvinkel
A och hastighetens belopp w.

Vi simulerar sju st kast med
olika utkastvinklar enligt program-
met nedan. Initiala kasth6jden y(0) =
1.5 och utgangshastighetens be-
lopp w = 20.

Vi later varpan flyga under 3 sekunder i programmet varpa.m

clf; hold off;
for vinkel=20:10:80



alpha=vinkel*pi/180;
yvek=[0;1.5;20*cos (alpha) ;20*sin(alpha)];
[tout,yout]=ode23(@fvarpa, [0 3],yvek);
plot(yout(:,1),yout(:,2))
if vinkel==20,
hold on

end

end

grid

De resulterande sju kastbanorna ser vi i figuren nedan
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Vi &r lite osékra pa hur stor luftmotstandskoefficienten C' egentligen &r och vill darfér undersoka
hur 16sningen férdndras om C dndras. For att gora detta pa ett smidigt sédtt definierar vi C' som
en global variabel. Vi definierar differentialekvationssystemet i funktionen gvarpa.m som inleds
med

function z=gvarpa(t,yvek)
global CLUFTMOT
g=9.81; m=1; C=CLUFTMOT;

Resten av funktionen &r identisk med fvarpa.m. I huvudprogrammet globvarpa.m véljer vi
utkastvinkeln 30° och varierar C.

global CLUFTMOT %globala variabler bdr ha langa namn med stora bokstédver
clf; hold off;
vinkel=30; alpha=vinkel*pi/180;
for CLUFTMOT=0.05:0.1:1,
yvek=[0;1.5;20*cos (alpha) ;20*sin(alpha)];
[tout,yout]=o0de23(@gvarpa, [0 1.5],yvek);
plot(yout(:,1),yout(:,2))
if CLUFTMOT==0.05,
hold on
end
end
grid

Resultatet blir



Vilken kastbana

motsvarar det minsta vardet pa C?
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