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Newton-Raphson: Analys, |

Sats: (NAM p76)

Antag, att i1 ett intervall | omkring ett
enkelt nollstalle o till f det galler att
o fhar tva kontinuerliga derivator

MaxXx f (X)

x,yel|2T'(y)
e Xgar tillrackligt nara o

sa konvergerar x; kvadratiskt mot a:
lim it =% _ (@)
j—>00(xj—a)2 21'(a)

<m

Sats:
Om a ar p-tippel rot galler
Istallet linjar konvergens




Newton-Raphson: Analys, Il

Nar ska iterationen avbrytas?
Nar |x, - a < tol ar felet mindre an tol. Man kan visa:
Om m|x, — X, 4| << 1sadér |x,- o <mX,— X,

m kan uppskattas med M, = X0 —Xn1 :
om denna verkar ”’konstant” |Xn—1 — Xn—2|



Exempel 2.7 | exempelsamlingen, Il
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Julia-mangd, |

Newton-iterationen for att hitta rotter till polynom p(z) av
gradtal N, med komplexa rétterr,, k=1,2, ..., Nar

Zny1 =Zn — P(zn)/ p'(zp), zg Startgissning
FOr startgissningar z, tillrackligt nara en rot konvergerar

z, mot roten. Men hur ar det globalt? Definiera

Ry ={zp: liIm z, =nr}
N—o0

Hur ser R, ut? Vi vet att R, innehaller en liten cirkelskiva
runt r,, men annars inte just nagot. Man kan ocksa undra
hur komplementet till unionen av alla R, ser ut.

Randen till R, ar en Julia-mangd, medan det inre kallas
en Fatou-méangd.



Julia-mangd, |

Viprovarmed p(z)= z° +1n = ei(2k_1)”/3, k=123
och startar i ett rutnat av

punkter
ZO,a,b y a, b 21,2

FOr varje iteration
kontrollerar vi vilka z som
kommit nara rot k och malar
dem i farg k.

Algoritm
1. konstruera en n x n tabell z av komplexa tal
2. gor en Newtoniteration, z =z — p(2)/p’(2)
med hela tabellen
3. Bildtabellen nx n f initieras till 0
4.fork1,2,3
de f(a,b) dar avstandet till rk ar litet satts till k
5. mala f (alla element &r 0 1 2 eller 3)
6. tillbaka till 2




Julia-mangd, Il

% Newtons metod pa komplext polynom

% z"3 + 1 = 0;

% rotter

% rk = exp(i(2k-1)pi/3), k =1,2,3

% startgissning za,b, a,b = 1,..., n

% Rk = méngd zab som ger konvergens mot rot nr Kk
% GOr bild av Rk!

n = 500;
x = linspace(-1,1,n); % centrum 1 O
y = X"; % d:o i
z = ones(n,1)*x + 1*y*ones(1,n); % kvadrat z(l:n,1:n) i
% komplexa talplanet
nit = 0; % iterations-raknare
root = exp((2*(1:3)-1D)*i*pi/3); % rotterna
while 1 % oandlig slinga :
clt % sudda
z=z-(z."3+1)./(3*2."2); % Newton-iteration
nit = nit + 1; % rakna iterationer
T = zeros(size(2)); % initiera bild-tabell T
for k = 1:3 % 3 rotter
ind = abs(z-root(k)) < 0.1; % punkter nara en rot
f(ind) = k;
end
surf(x,y,f); shading interp % z=F(X,y)
view(2)
axis equal
title (["Efter " ,num2str(nit),” iter."])
pause
end
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Inverkan av indata-fel

y=T1(x)

f(x+68)=f(X)=f'(X)-6+0(5%)da s -0

5| <Ey = |f(x+8) - f(x)|<
f'(x)"Ex

EyS

Alternativ ” Instangning”,

Om svart att derivera f:

1. Berdkna

2. fH=f(x’+E,) och f" = f(x-E);
3. y=12(f +f);

4. E,=|f" -2

f'(x)|- Ex (+O(E))

2Ey1'

WYy =1(x)
f_
-f(X’) """"" f+
x|\ x,
<>
2E \



Kanslighetsanalys — felfortplantning

Néarmevarde x’ till x. x+-Ex y+-Ly
7 - f()
Absolut fel x’ — x, relativt fel < @Ex
(X*= X)/X Y ex
Felgranser: absolut fel X = X+Ey
z+-Ez
— g0 >
E. < 5—gEy
x” har p korrekta decimaler om E, <0.5-107P Ox

Vad vet vi om x” har p korrekta  X*10".0.1<[x|<1fel <05107°

siffror? —p
Relativfel < 0'530 —0510 P+

i
Analysera EXS 8.5, 8.1 ; — 4318 — /4317
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NAM 1.3

1. Harled trunkeringsfelet R for differensapproximationen
f(x+h)—f(x)

Dy (h) = =f'(x)+R
Taylor-utveckling av f runt x ger H2
Fxh)- () fog+h- 00+ - f"(x)+0(h%) - f(x) )
h h

= f’(x)+g- f"(x) +O(h?)

4

R
Om (dominerande delet av) felet &r proportionellt mot hP kallas

formeln noggrann av ”p:te ordningen”. p = 1 kallas "linjar”




NAM 1.3, forts

Tabellen i boken visar beraknade vérden for f(x) = e* med x = 1
med precision 8 decimaler. Det visar, att felet minskar med h till

h blir 10'4, sedan dkar det igen for att for h = 108 blie -
differensen blir precis 0. Vi ska ge en analys som visar detta.

Antag, att funktionen kan berdknas med ett fel som begransas av

Ef (=0.51078). Skillnaden kan f& fel 2Ef. DA blir totala felet
begransat av summan av trunkeringsfel och avrundningsfel:

h ) 2Ef
Eiot (h) sz (X)+T

1
€
som véxer som1/h da h — 0 och som h da h véxer. Minimum antas for
4E ¢
e

h= ~1.2.107%




Har ar en log-log plot av resultaten (nagot fler punkter an i boken)
Lutningen for sma h &r -1 och for stora h +1. Formeln for
“optimalt” hgerh=1.2 10 — stammer bra!

10log{Error)
1 rb L]
1

¢ ¢ ¢
. ¢
3 . . ]
L ]
L ]

4 ¢, ]
5 ! ! 1 | L | !

8 7 6 5 4 3 2 A 0

10log(h)
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Olinjara ekvationssystem (NAM 6.8)
f(x) =0, x,fIR"
Linjarisering av komponent k i f:

of of of
f.(x+M)=f,X)+—-hm+——-hy+...+—-h, =0
QM) = B0+ P+ 2y e 2y

of
ZJKJ i = T (x) dér 35 =—%
J=1 Jx
som for k = 1,2,....n sammanfattas

som linjara ekvationssystemet for

korrektions-vektorn h Jh=T,J= {‘] K] }
Xn+1 =Xp —hp,
Iterativa metoden: J(xp)h, =f(Xp),

n=0212,...tills |, <tol



Jacobian-matris NAM 6.9.3

K
X X X|y[x X 0 y
X X X|Y|X X 0 y
X X X|Y|X X 0 y
X X X[yX x 1 Y — k
X X X|Y|X X 0 y
X X xlvlx x 0 '
J e, = J(:,K)

f(x+ ) —F(x)~I(,K)S



function J = jacobian(F,x,steqg)

n = length(x);
J = zeros(n,n); % pre-allokering
f = feval (F,x); function J = Jan(xv)
for k=1:length(x) X = xXv(I);
xplus = X; n = length(xv);
if x(k)== J = x*ones(1,n);
xplus(k) = steg;
else
xXplus(k) = (1+steg)*x(k);
end
J(:,k)=(Feval (F,xplus)-f)/(xplus(k)-x(k));
end

function F = heath(xv)

x=xXV(1);y=xv(2);z=xv(3); x0 = [1 2 3]7;
f=[sin(xX)+y"2+1og(z)-3 delta = le-4;
3*X+2"Ny-z"3 J = jacobian("heath”,x0,delta)
XN2+yN2+z73-6] ; Jan = Jan(x0)

end norm(J(:)-Jan(:))



Gles Jacobian: tri-diagonal

function J = tridiajac(F,x,steq)
n length(X);
J zeros(n,n); % pre-allokering
T = feval (F,x);
for k = 1:3
J = k:z3:in;
xplus = Xx;
xplus(J) = x()+steqg;
kol=(feval (F,xplus)-f)/steqg;
for col = j
rows = max(col-1,1):min(col+1,n);
J(rows,col) = kol(rows);

end
end



Ovning
Exs 2.7 — egen matlab Forlaga:

function x = newrap(F,dF,x,tol)

h

= 2*tol*abs(x);

hold = 1; 1ter = 0; 1tmax
while abs(h) > tol*abs(x)

end

T = feval(F,x);
fprim = feval (dF,x);
h = f/fprim;

X = X-h;

disp([x h h/hold h/hold”2])

hold = h;

iter = 1ter + 1;

iIT 1ter > 1tmax
break

end

20;

% testa newrap
X = newrap..
("exs2 7" ,"exs2_7d",4,1e-12)

function T = exs2 7(X)
T = x"2-2;

function fprim
fprim = 2*x;

exs2 7d(x)
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