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Iterativa metoder närsynta fixpunktsiteration 
Periodfördubbling till kaos 
Startpunkt = Grovlokalisering 
Modellanpassning: minstakvadratmetoden, 
NAM 2 
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Fixpunktsiteration NAM 6.6, I 
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Newton-Raphson’s metod är  
en stationär en-punktsiteration  
av formen 

,...2,1,0),(1 ==+ nxGx nn

Ett x med x = G(x) kallas en fixpunkt (eng. fixed point) 
Iterationen kan användas till att hitta fixpunkter.  
Om man söker nollställen till f(x) får man konstruera ett G. 
 
Övning: Hur ser G ut för NR? 
Rita kurvorna y = x och y = G(x) och ritar  
polygontåget där yk = G(xk):      
(xk,yk)),(xk+1,yk), (xk+1,yk+1),(xk+2,yk+1),… 
 
      G(x) = 0.2 + 0.2x2 



Fixpunktsiteration NAM 6.6, II 
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När G är deriverbar så gäller 
  
 
Fixpunktssatsen: 
Om   
för alla ξ i tillräckligt stor omgivning till x0 så 
 
• Det finns precis en fixpunkt α där 
• xj konvergerar mot α 
• Det gäller 
 
Konvergensen är alltså linjär om m är skild från noll.  
För Newton-Raphson blir G’(α) = 0 (visa det!).  
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Fixpunktssatsen gäller även avbildningar från t ex Rm till Rn.  
Om den ”förminskar”, 
   
 
kallas den en kontraktion. 
Feltermskorrektion kan inte enkelt användas. 
 
 

Fixpunktsiteration NAM 6.6, III 
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En långsam konvergens kan snabbas upp med  
”feltermskorrektion”: 
 



Logistisk ekvation 
 xn+1 = axn(1 - xn), a > 0 
 x(a) = 0, 1-1/a 
Vad ger iterationen för olika a?   
• Om a < 4 och 0 < x0 < 1 kommer alla xj att ligga i (0,1). 
• G’ = a(1-2x) , G’(0) = a så för |a| < 1 konvergens mot 0 
•  G’(1-1/a) = -a + 2 så då |2-a| < 1, dvs.1 < a < 3 blir det 
     konvergens mot 1-1/a.  
 
För a > 3 är |G’| > 1 för alla x i (0,1) så ingen konvergens.  
Men talföljden är uppåt och nedåt begränsad  
så det måste finnas hopningspunkter, men vilka? Vi illustrerar  
med att iterera med många x samtidigt, och ser var de hamnar 
 

Fixpunktsiteration NAM 6.6, IV 
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Fixpunktsiteration NAM 6.6, V 
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Minstakvadratmetoden I 
NAM 2 

Exempel: 
Data-anpassning 
Fel-utjämning 
Formulering som linjärt överbestämt m x n , M > n 
ekvationssystem     Ax = b 
 
Princip 
 
Nödvändigt villkor: Kolumnerna i A vinkelräta mot 
residualvektorn r, normalekvationerna 
                                 ATAx = ATb 
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Minstakvadratmetoden II 

Bevis 
Geometrisk tolkning, se NAM. Här analytisk metod, analog med 
variationskalkylen. 
Antag att x ger minimum. Betrakta       
 
för godtycklig vektor v. f är kvadratisk i ε och minimum som 
måste antas för ε = 0 ges av att derivatan = 0 för ε = 0. 
Alltså, 
 
 
Eftersom detta gäller för alla v måste ATr = AT(Ax - b) = 0 
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Minstakvadratmetoden III 
Exempel 
Minstakvadrat-anpassning av polynom P(x) av grad n till m 
data-punkter (xi,yi), i = 1,2,…,m. n+1 koefficienter cj att 
bestämma 
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MATLAB: 
c = A\y; 



Minstakvadratmetoden IV 
Andra basfunktioner 
1. Polynom: 
”Centrering”  
ger bättre konditionerad matris 
 
2. Fourier-analys 
för data med period L. 
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MATLAB, polynom: 
c = polyfit(x,y,n) ypl = polyval(c,xpl) 
… 
a   = mean(x);  
cc  = polyfit(x-a,y,n); 
ypl = polyval(cc,xpl-a); 



Minstakvadratmetoden IV 
Gauss-Markovs sats: 
Om y = Ac + e, där ek är normalfördelade, okorrelerade 
stokastiska variabler med medelvärde 0 och samma varians σ, 
så ger minsta-kvadratskattningen   
 
den medelvärdesriktiga skattningen av c som har minst 
(co)varians: 
 
 
σ kan skattas med 
vilket visar hur ”felet” minskar med antalet mätningar m.  
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Minstakvadratmetoden V 
Exempel: 
Minstakvadrat-approximation med polynom 
 
 
f’s poler ligger vid  
Vi tar n = 100 punkter jämnt fördelade i [0,2]  
och använder polyfit med grad d 
som ger d:te grads polynomet P(x,d). För d = 0,1,…,N  
plotta felkurvan  
och därefter 
 
 
och                                  sfa. x och d  
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n = 100; 
x = linspace(0,2,n)'; % ocentrerat !  
f = 1./(x.^2+1+0.4*x); 
N = 10; 
etab = zeros(N+1,1); ctab = etab; 
mm = zeros(length(x),N+1);  % ska bli e sfa x & d 
subplot(211) 
for deg = 0:N 
    c = polyfit(x,f,deg); 
    e = polyval(c,x) - f; 
    RMSe = norm(e)/sqrt(n); 
    etab(deg+1) = RMSe; 
    mm(:,deg+1) = e/RMSe; 
    ctab(deg+1) = abs(c(1)); % högstagradskoeff 
    plot(x,e,'k') 
    title(['d  ',num2str(deg),' enorm ',... 
          num2str(RMSe)],'fontsize',14) 
    pause(0.1) 
end 
hold on 
xlabel('x','fontsize',14) 
ylabel('p(x,d) - f(x)','fontsize',14) 

Minstakvadratmetoden VI 
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Minstakvadratmetoden VII 
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Minstakvadratmetoden VIII 
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Vad händer med ökat gradtal?  
Prova 20, 40,.. 

• Illakonditíonerat problem () 
• Felet > 10-12 minskar inte grad > 25 
• Stora fel i x = 2 

Förbättring med centrering (): 
• Fel ner till 10-16 

• Minskar till grad 32 
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