F5: Integraler, forts.

 Generaliserade integraler

0 A
) [fgdx=lim [f(x)dx

A—+0

2) finte begrinsad: jf(x)dx, f(x)=0(x"P)da x40
0
* Gauss & adaptiv kvadratur



Integraler, Il
A

Off(x)dx: [food  + Ojof(x)dx
A

|

%/_J v .
Trapetsregel, quad,... R(A)="Svans

e Vilj Asaatt |R(A)| < tol .
 Ar det mojligt (Existerar gransvardet da A -> infty?)
Ja,
” Absolut-konvergens” om [f(x)] = O(x) med p > 1 da x -> infty
"Betingad konvergens” — svarare,

f 9 “sint costA ? cost 3/2

sinx“dx=|—%=dt=|-———| - |—=t, ) =0(t"

{ {2\& {ML {46”’2 9(0] =0
H/_/

g(t)



Integraler, Il

Exempel
Bestam integralen med fel < 0.5 10
00 T 00
30 30
dx+R(T),R(T) = dx
£1+x +V1+x £1+x +\/1+x3 ) £l+x4+\/1+x3
I(T)
00 1/3
R(T) = | dx < j@dx 10T 2 <e=T >(Ej
T1+x4+V1+x &

Reservera 0.4 10" av tillatet fel for numerisk berakning
av 1(T) dvs. tag ¢ = 10-5. Da racker T = 100.

Fiffigare: Anvand approximativa vardet till forbattring
ist.f. feluppskattning. Hur stort T racker da? (pa tavlan)



Integraler, IV

Exempel: Integrabel singularitet

A A
[ £00dx=[xPg(x)dx,g(x) >1dax 4 0
0 0

Om -1 < p < 0 har f singularitet men integralen existerar.

Prova substitutionen x = t2, dx = a t2-1dt

A Al/a
[xPg(x)dx=a [t®g(t®)t* dt

Omap+a-1= (g)ér integrander? snall vidt=0: a=1/(p+1)
Alternativ:

 Partiell integration (xP integreras och g deriveras)

« Subtraktion och analytisk integration av xP,



Integraler, V

Exempel: Integrabel singularitet

A A
[ £00dx={xPg(x)dx,g(x) >1da x 0
0 0

Om -1 < p < 0 har f singularitet men integralen existerar.

Prova substitutionen x = t2, dx = a t&"1dt

A Al/a
[xPg(x)dx=a [t®g(t®)t* dt

Omap+a-1= (g)ér integrander? snall vidt=0: a=1/(p+1)
Alternativ:

 Partiell integration (xP integreras och g deriveras)

« Subtraktion och analytisk integration av xP,



Integraler, V

Gauss-kvadratur: Listigt val av abskissor och vikter sa att

1 N
jp(x)dx—ij f(¢j)=0

1 =1

for alla polynom p av gradtal 2n-1

FOr givna &; kan w; bestammas sa att felet forsvinner for
polynom av gradtal n-1

Gauss-vikterna ar positiva (numerisk stabilitet)
Gauss-abskissor 1 det inre av [-1,1]
& ar nollstallen till Legendre-polynomet P, ,

1

[P ()P (x)dx=0,0m j =k
P, ar familj ortogonala polynom, ]

Py=LP =X,P,=C-(x* +c)
(c=-1/3)



Integraler, VI

Adaptiv kvadratur:

Ide: Dela upp intervallet | i tva, 11 och 12.

Berdkna T(I1) och T(12).

Om |T(l) - (T(11)+T(12))| < tol, *) eller annan feluppskattning
acceptera T(11)+T(12) som varde pa integralen over 1.
Annars:

Arbeta vidare med 11

spara 12 till senare



Integraler, VI
rekursiv trapetsregel T(.)

push([a,b,trap(a,b),tol]);

Integ = O;

while N>0
[a1,b1,11,toli]
m (ai+bi1)/2;
11 trap(ai,m);
12 trap(m,bi);
Isum 11 + 12;
corr (Isum-11)/3;
1T abs(corr) < toli

% sa

= POop,

Integ = Integ + Isum +

else

% spara hela intervallet
% ackumulator for integral
lange stacken inte ar tom,
% hamta intervall

% dela pa mitten

% 1ntegrera Over halvorna

% Extrapolera

% om fel < tol

corr; % ackumulera
% annars

push([ai,m,11,toli/2]);% lagg halvorna pa stack
push([m,bi,12,tol1/2]);% med halverad tolerans

end
end



F6

 Trunkeringsfelsuppskattning:
e Richardson-extrapolation
e Felfortplantning: linearisering, instangning
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F7

System av ODE - initialvardesproblem
Existens & entydighet, Lipschitz

Euler, konvergens, fel, konvergensordning
Losningsskaror, fasrum

Stabilitet, kanslighet

Hogre ordn. ekvation till forsta ordn. system
Runge-Kutta-metoder, steglangdsreglering
Styva ekvationer & Implicita metoder
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F&

Randvardesproblem
nskjutning — generellt

Differensmetod

formuleringar
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F12

e Repetition
e Gamla tentor
e ?
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