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LABORATION 2

Tillforlitlighet, integraler, ekvationer, differentialekvationer

Vid redovisningen ska bada i laborationsgruppen kunna redogdra for teori, algoritmer
och resultat! Var vdl férberedda sd att varje delredovisning gar snabbt och smidigt
(kurvor utskrivna, numeriska resultat noterade — gdrna handskrivna i marginalen pd
detta papper). Sista dag for bonuspodng: 20/10.

Obs! En god idé ar att borja med uppgift 6 och som hemarbete med papper och
penna stéalla upp ekvationssystemet.

1. Numerisk integration
a) Rotationssymmetrisk lur

Konturen for en rotationssymmetrisk lur definieras av funktionskurvan
y(x) = e_m/g/(Q —cosmr), 0<uxz<L.

Luren uppstar genom att kurvan roteras kring x-axeln och rotationsvolymen é&r
V=nm DL y?dz. Vi énskar berikna volymen for en lur med lingden L = 2.6.
Borja med trapetsregeln med steglangderna 0.1 och 0.05 och extrapolera en gang
s& att simpsonvirdet erhalls. Hur ménga siffror verkar tillforlitliga?
Prova sedan MATLABs quad med standardtolerans (gor help quad).

En fin tredimensionell lurbild gér man s& hér: Lat x och f vara kolumnvektorer
for konturkurvan y(z). Skapa en radvektor for rotationsvinkeln 0<¢ <27 med
lagom steg, t ex 27r/30. Bilda matriser X, Y och Z:

X=x*ones(size(fi)); Y=f*cos(fi); Z=fxsin(fi);
Skriv mesh(X,Y,Z) som ger en natfigur eller surf (X,Y,Z) som ger en fylld 3D-
figur.

b) Periodiskt — trapetsregeln utan extrapolation!
Givet dr den periodiska funktionen f(t) som ska integreras 6ver en period:

£Cos (mt/2)

t) =
) 2 + sinnt + 0.5 cos (7t /2)’

I:/OTf(t)dt

Vad &r perioden T'7 Rita upp integrandkurvan Gver ett par perioder.
Integralviardet onskas med mycket stor noggrannhet. Trapetsregeln dr bésta me-
tod for integration av periodiska funktioner da intervallet &r en hel period®.
Berdkna integralen med trapetsregeln med n = 20 och 40. Betrakta resultaten
och fortsatt att fordubbla och studera hur snabbt integralapproximationerna
uppnér datorprecision (med osikerhet forst i fjortonde eller femtonde siffran).
Vid vilket n-virde har det natts och vad blir integralvérdet?

Uppgift 1 godkind (datum, lGrarsign): .......ccccccooomiiieeiiiiiiinnnneeen.

'Enligt Euler-Maclaurins summationsformel.
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2. Ellipsens omkrets pa olika sétt

For en ellips med halvaxlarna a och b bestdms omkretsen av uttrycket

2w
Omkrets = / \/62 + (a2 — b2) sin? v dv.
0

Integrandfunktionen &r periodisk. Vad &r perioden?

Lat a = 10 och beriikna omkretsen med mycket stor noggrannhet? for fyra
ellipser med foljande varden pa halva lillaxeln: b=7, 5, 3, 1.

Rita upp ellipserna; anvand parameterformen som for en ellips med centrum i
(Z¢, ye) och halvaxlarna a och b lyder

zellips(@) = T¢+ G COS P, yellips(so) =Yc+bsing, 0<p <27,

Den indiske sjalvldrde matematikern Srinivasa Ramanujan (1887-1920) foreslog
foljande approximativa formel for ellipsens omkrets:

+ s ) dér ¢ = L_b)Q
10+ v4 — 3¢ ~(a+b)*

Hur bra ar den? Berdkna avvikelsen mellan integralvirdet och ramanujanvirdet
i de fyra fallen.

ORamcmujcm = 77((1 + b) (1

Uppgift 2 godkand (datum, lGrarsign): .......cccccccoomiiieeiiiiiiiinnnneeen.

3. Ekvationslosning
a) Skdarning mellan lur och cylinder

G4 tillbaka till lurproblemet och notera véirdet pa rotationsvolymen med tre
decimaler. Berdkna radien R hos den cylinder som har samma lingd L = 2.6
och upptar samma volym som luren. Problemet &r nu att rékna fram var luren
och cylindern skiir varann. Det géller alltsa att 16sa ekvationen y(x) = R, déar
vansterledet &r lurens konturfunktion.

Anvind Newton-Raphsons metod men skriv férst om ekvationen lampligt (re-
dovisas)! Markera skdrningspunkterna pa lurkurvan.

Ta ut mellanresultat sa att den kvadratiska konvergensen hos Newton-Raphsons
metod kan utlésas.

Berakna hur mycket en osidkerhet pa 40.001 i rotationsvolymen paverkar skér-
ningspunkternas koordinatvirden.

b) Léparbana med sekantmetoden

En ellipsformad 400-meters loparbana ska anldggas pa en plan som dr 160 meter
lang. Hur bred plan krévs? Los med sekantmetoden och anvind Ramanujans
formel fér omkretsen.

Uppgift 3 godkand (datum, lGrarsign): .......cccccccoeeiiieeiiiiiiiinnnneees.

ZMetod enligt uppgift 1b!



4. Skirning mellan ellipser, ickelinjiart ekvationssystem

Berédkna alla skdrningspunkter mellan den sneda
ellipsen som definieras av 0.4z2 + y?> — 2y = 10
och den ellips med centrum i (4, 2) och halvaxlarna
a =4 och b =6 (parallella med koordinataxlarna)
som beskrivs av

(& —4)*/a® + (y — 2)°/b° = 1.

Ellipserna ska ritas?® och de erhallna skirningspunkterna markeras med en ring.
Hur &ar det med egenskapen kvadratisk konvergens i din algoritm.

Uppgift 4 godkind (datum, lGrarsign): .......ccccccceoviiieeiiiiiiinnnnenen.

5. Differentialekvationer — begynnelsevirdesproblem
a) Lurig ODE

Givet ar differentialekvationsproblemet
Y + Ty e*/? (2y sinw + mycosmx) —y/9 =0, y(0)=1, 3/ (0)=-1/3.

Infor nya variabler u; = y och ug = 3/ s& att differentialekvationen kan skrivas
till ett system av tva forsta ordningens ODE. Utnyttja MATLABs oded5 for
numerisk 16sning fram till 2 = 2.6. Anviind en relativ tolerans pa 1076.

Rita upp l6sningskurvan och jamfér den med lurkonturen i uppgift 1.

Om man utéver uj och ug infér uz med egenskapen dus/dr = 7y? = 7u?, med

uz(0) = 0, sa far systemet tre forsta ordningens differentialekvationer.

Vilken innebord har den nytillkomna ekvationen? Lis med ode45 med toleransen
ovan och skriv ut det numeriska virdet av us vid x = 2.6. Verkar det bekant?
Forklara den geometriska inneborden av resultatet.

b) Duffings ekvation

Duffings ekvation &r en andra ordningens differentialekvation
" =acost+z—x3 —bx', x(0)=0, 2'(0) =1,

déir a och b dr konstanter. Utnyttja MATLABs ode45 med relativ tolerans 1076
for att berdkna och rita 16sningskurvan z(t) fram till ¢ = 24 for fallet @ = 7.5
och b = 0.15.

Préva Eulers metod med steget 0t = 0.002 p& Duffings ekvation och rita upp
kurvresultatet i samma figur som ovan. Det spéarar ur efter ett tag, niar da?
Kolla om Eulers metod med &t = 0.001 ger vasentlig forbéttring.

En steghalvering till leder till oacceptabelt lang berdkningstid, men goér det om du har talamod.

Uppgift 5 godkind (datum, lGrarsign): ...

3Den sneda ellipsen skrivs bést i polar form infér uppritningen.
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6. Differentialekvationer — randvirdesproblem

Anvand finitadifferensmetoden for att bestdmma losningskurvan i intervallet
0 <t <4 till randvérdesproblemet

y"—ty +e 2y =tcost, y(0)=0,y(4)=08.

Redovisa pa papper hur ekvationssystemet kommer att se ut.
I MmATLAB-koden ska du forst prova N = 10 delintervall. Férdubbla successivt
upp till N = 80 (eventuellt langre). Rita de erhallna resultaten i samma figur.

Uppgift 6 godkind (datum, lararsign): ........cccccceeevieeeiiiiiiiiiannnne.n.

7. Béasta cirkelanpassning, ickelinjir modell

Vi vill anpassa en cirkel till punkterna (1.1, 0.7), (1.5, 1.9), (2.2, 3.1), (3.2, 3.0),

(4.5, 2.3), (4.8, 1.0), nu med cirkeln skriven pa formen (z —z.)?+ (y —y.)? = R%.

Det leder till ett 6verbestamt ickelinjéart ekvationssystem. Anvind Gauss-Newtons
metod for 16sningen.

Skriv i varje iteration ut virdet pa det uttryck som minimeras i Gauss-Newtons

metod. Rita upp de givna punkterna och den basta cirkeln.

Uppgift 7 godkind (datum, lararsign): ........ccccoceeevieieiiiiiiiiannnnnn.

8. Min- och maxpunktsbestimning

Den periodiska funktionen i uppgift 1b har tva minpunkter och tva maxpunk-
ter i intervallet 0 < ¢t < T. Anvand gyllenesnittetskning for att bestdmma
extrempunkternas koordinater med fem korrekta decimaler. Markera punkterna
pa funktionskurvan.

Hur fungerar algoritmen och vilka konvergensegenskaper har den?

Uppgift 8 godkand (datum, lGrarsign): .......cccccocooeiiieeiiiiiiiinnnnenen.

Ténk efter hur méanga timmar ungefar som laboration 2 har tagit.

Laboration 2 redovisad och helt klar! Datimm: w.eveeeeeee e
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