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Introduktion till PDE med Comsol

Skol-laboration: jonvandring

Ett laskpapper fuktas med saltvatten och man
lagger pé elektroder som ansluts till en
(lik)spanning. Nar man lagger pd KMnOjy-
kristaller 16ses de upp och jonerna vandrar ivég _|_
med violetta spar. N

Vi ska modellera detta forsok med Comsol, och stiller forst upp differentialekvationen.

Lat elektriska féltet vara E = - grad V dér V dr elektriska potentialen. En elektrisk laddning ¢
paverkas av kraften gE, och den vandrar med hastigheten v = mgE (m kallas mobiliteten). Lat
koncentrationen vara n st/m” s blir stromtitheten (fluxen av laddning)
=-ograd V,

dir o =nmq" ir konduktiviteten. Konservationslagen for jonladdning blir d&

0=V-(VV)e AV =0
eftersom o antas konstant. /=1 V pd den vinstra elektroden, 0 pa den hogra. Genom
laskpapperskanten gér ingen strom, sd F.n = 0 eller o grad /. n = 0 ddr n 4r normalen till
randen.
Det dr Laplaces ekvation med Dirichlet-villkor pa elektrodranderna och homogena Neumann-
villkor pd ytterranden, ett standardproblem.
1. Nér problemet 16sts kan vi rita jon-banorna r(?).
Vi har dr/dt = v=-mgVV och anvinder streamline-plot. Filtet visas med pilar (vénster)
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2. Vi visualiserar ocksé faltstyrkan |V V| med fargfilt (hoger).

3. Motstandet mellan elektroderna blir AV/I dér I dr totala strommen och AV spédnningen. Den
kan vi berdkna med en kurvintegral (boundary integration) Over randen I till en elektrod,

I=fo’VV'ndZ.
r
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Formulering av PDE och modeller

Modeller - konservationslagar och konstitutiva relationer.
3. .. . .
Exempel: N(r,?) st. gula molekyler per m™ i ett strommande kontinuum, 1 Rn, n=3

Def. Flux: |F| = # gula molekyler per sekund genom 1 m2 vinkelrétt mot F.

Totala flodet genom en stillastdende yta S blir d&
0= fF ‘ndS  st/sek.
S
Om gula molekyler skapas i netto-takten f{(r,7) [st/sek/m3] sa giller uppenbarligen, om S omsluter
en volym V, att

d n
— [N@pav = [fandv - [F-hds st/sek.
t Vv Vv S
Nettoforandringstakt ~ Nettoproduktioni V' Nettoutfléde ur V genom S
iV

som med Gauss’ sats blir

[EENED- f@,0+V-F@ndV =0
Vv ot

Eftersom detta géller for varje volym V far vi
SN+ VF) = £ (),

konservationslagen for “gula molekyler”. Men det &r bara en ekvation for de 2 + n obekanta J, f,
och F. Om man formulerar modeller for F och futtryckta i N blir systemet slutet.

Exempel.
1. Om molekylerna “passivt” foljer med ett givet hastighetsfalt u(r,f) blir
F = Nu
Om kallor saknas blir alltsa
N, v. (Nu)=0
ot
N +u-VN =-N V-u
(?t _ll 1 ml S n
N volymskdlltithet

Materiella derivatan, DD—N
t

Om det man réknar &r a/la molekyler dvs. masstétheten p(r,?) [kg/m™] har vi
kontinuitetsekvationen 1 kontinuumsmekaniken.

2. Varmeflodet i en fast kropp ér enligt Fouriers (fenomenologiska och empiriska) lag
proportionellt mot negativa temperatur-gradienten,
F(r,7) = -k(.)VT(r,r) [W/m’]
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Forandringshastigheten i termisk energi per m’ dr p(r)C (r)(;—]tw dar C &r specifika viarmet J/kg/°K.

Konservationslagen for termisk energi blir varmeledningsekvationen
JaT
p(r)C(r)E -V (k(.)VT)= f

dir vi ocksa antagit en virmekilla f W/m’. Det finns en méngd liknande modeller for andra
processer, se listan nedan. Comsols modell-ekvation for dem formuleras som

2
e a ™ (Vi) f iQ
a> o )
s h-u=r Dirichlet - villkor
Pé randen: .
enVu=q-u+g Neumann - villkor

dér vi tagit med andra tidsderivatan for att f4 med Newtons kraftekvation pa enkelt sitt.

Not: Den senare sortens randvillkor med q skilt fran noll kallas oftast blandat (mixed) eller
stralningsvillkor (radiation) eller Robin-villkor, och termen Neumann-villkor reserveras dd for fallet g = 0.

Andra processer som modelleras av Comsol-ekvationen

Transversell utbdjning av membran:
u = forskjutning, ¢ = membranspénning, f = normallast, d = ddimpkoefficient,
e = masstithet
Virmeledning (Fouriers lag):
u = temperatur, ¢ = virmeledningskoefficient, f = virmekailla, e = 0, d = virmekapacitet;
q = virmedvergéangstal
Diffusion (Ficks lag):
u = koncentration, ¢ = diffusionskoefficient, f= killa; e =0, d = 1;
q = (mass)overgangstal
Stationdr likstrom 1 resistivt medium (Ohms lag) — jonvandringsexemplet:
u = potential, ¢ = konduktivitet (= 1/resistivitet), f = stromkélla, e =d = 0;
q = Overgangskonduktans
Elektrostatik i laddningsfritt dielektrikum
u = potential, ¢ = dielektricitets-konstant, f=0,d=e =0
r = potential pa ledare, =g =0 vid isolering
Stationér stromning i pordst medium (Darcys lag):
u = tryck, ¢ = Darcy-koefficient, f = volymskélla, e = d = 0;

.. : : : D :
Vorticitets-fri (V xu = 0) inkompressibel (Ff =0=V-u=0) stromning:

u = hastighetspotential, c =1, f=0;d=e =0
q = g =0 langs fasta viggar; u =1 vid inlopp, u = 0 vid utlopp.
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Variationsformulering

Vi ska nu beskriva hur ekvationerna kan 16sas approximativt. Som exempel tar vi ett linjért

problem.
Lu=f:au—V-(cVu)=fiQ )
cVu-n=qu+ g paranden

1. Icke—linjdra ekvationer kan man linjarisera (Newtons metod) och far d4 en foljd av linjdra

problem (S) att l9sa.

2. Transienta forlopp diskretiserar man i tiden och fér ett problem (S) att 16sa i varje tidssteg.

Om u satisfierar differentialekvationen i varje x kallas den en stark eller klassisk 10sning. For en
stark 16sning blir f (Lu - f)-v(x)dQ = 0 for varje funktion v for vilken integralen kan evalueras.
Q
Omvint, om u har tvd kontinuerliga derivator och f (Lu - f)-v(x)dQ =0 for alla v s maste
Q
Lu = f(x) 1 varje punkt x i Q. Sa l&ngt inget nytt; men det enkla tricket att skriva om integralen
med Gauss sats kopplar in randvillkoren och ger en vidare klass av 16sningar:

f(au—V'(cVu)—f)-v(x)dQ = f(auv +cVu-Vyv - f)dQ - chu-nvdS =

Q Q 0Q V)

f(auv +cVu-Vv - f1)dQ - f(qu +gwdS =0

Q Q2
En funktion u som satisfierar den sista relationen for varje v for vilket integralen existerar kallas
en svag (weak) 16sning. Integralformuleringen kallas variationsformuleringen. En stark 16sning
ar en svag 16sning men inte nddvéndigtvis tvirtom eftersom svaga losningar bara behéver ha
kvadratintegrabla forstaderivator medan starka l6sningar maste ha tva derivator. Det ér séledes
lattare att konstruera approximativa losningar till variationsformuleringen &n till differential-
ekvationen.

Ex. 1 Lat V' vara volymen i hédrledningen ovan av differentialekvationen. Tag
v(x)=1omx1iV, 0 utanfor
sa blir variationsformuleringen just den integral-form vi startade frn vid hirledningen.

Ex. 2 Ekvationer i R".

Om Ax = b (differentialekvationen) si dr v'(Ax — b) = 0 (variationsformuleringen) for alla v i
R". Omvint, om v' (Ax — b) = 0 for # linjért oberoende v s blir (svaga 16sningen) x ocksé en
16sning till Ax = b (stark).

Ex. 3
Manga modeller for jamviktsproblem formuleras som minimeringsproblem for en (potentiell)
energi. For utbdjningen av inspdnda membranet dr

1 2

E=—]cVu dQ+ udQ
S J v I
Q Q
e —_—
Elastisk energi  "virtuellt" arbete
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I MatFys-kursen behandlas variations-rakning, som visar att en minimerare till £ méste satisfiera
variationsproblemet

0= f (cVu Vv + ﬁ/)iQ, for alla v som dr noll pa randen
Q

u = 0 pé randen
och att en tillrdckligt sndll sddan svag 16sning satisfierar Euler-Lagranges differentialekvation
V- (cVu)=f1Q

u = 0 pa randen

Galerkins metod

Vi soker nu en approximativ svag 16sning uj, i ett N—dimensionellt funktionsrum V7, vars
basfunktioner dr @ (x),k =1,..., N . Séledes soker vi de obestimda koefficienterna c; i

N
ansatsfunktionen u, = Eckqok sd att
k=1
f(auhvk +cVuy Vv = frp)dQ - f(quh +8mdS=0
Q Q2

for ett antal lampliga testfunktioner v. I Galerkins metod véljer man v; = ¢ och fér precis N

linjéra ekvationer Ac = f for de N obekanta c;. Egenskaperna hos koefficientmatrisen A beror pé
differentialekvationen och basfunktionerna. Om t ex a och ¢ > 0 blir A symmetrisk positivt
definit, och det finns en unik 16sning som stabilt kan berdknas med béde elimination och iterativa
metoder.
Noter.
1. For differentialekvationsproblem vars losning ger minimum
at en energi (t ex @ och ¢ > 0) ger Galerkins metod minimum at
energin over underrummet V. Det betyder ocksd att u;, dr den
bista mojliga funktionen i V, eftersom den gor felet e =u —w
minimalt i meningen

uy = argminf(ae2 + c|Ve|2)dQ

weV, o

2. Motsvarigheten for linjéra ekvationssystem ar foljande: Lat
Ax = b ha symmetrisk positivt definit matris A. D4 ger 16sningen min. &t

E(x)= %XTAX ~b x

Om vi soker en approximation i ett underrum #" C R” som spanns upp av wy, k= 1,...,N, (N < n)
N

X), = Eckwk =We,W=(w; w, .. wy),ennxN -matris
k=1
ska vi minimera
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E(Wc) = %CTBC —~d"¢,B=W!'AW .en NxN matris,d=W'b

dér B ocksd dr positivt definit, dvs. 16sa Be = d. D4 dr We den bésta approximationen till x i
meningen
We = argmin(x — W)T A(x-w)
wew N

3. Galerkins metod anvinds ocksé for problem utan minimeringsegenskap, som konvektions-
diffusionsekvationen for koncentrationen u(x,?)

v-Vu=V-(cVu) + f(x)
dér v(x,?) ar hastighetsfiltet. Man véljer dd ofta andra test-funktioner dn ¢y, och uy s
approximations-egenskaper dr svarare att hirleda for sddana ekvationer.

Finita element

I finita element-metoden véljer man basfunktioner som é&r nollskilda endast dver sma
delomraden, elementen. 1 2D delar man upp berdkningsomrédet i t ex trianglar (i 3D tetraedrar).
For variationsekvationerna ovan riacker det med basfunktioner vars derivator dr kvadrat-

integrabla, f |Vq>|2a’Q < o0, Den enklaste konstruktionen ges av styckevis forstagrads-polynom,
ett per nod i?rianguleringen. En sadan visas nedan pa en triangulering av en rektangel.
s He.gm:u/ . \4\% pf_’ : DQ
\\
\\

Ho.3

p.e
0.7

p.e B O.6

p.4

p.2

0.8

Man berdknar A genom att summera integral-bidragen frén varje triangel T; integralerna over
trianglarna berdknas med numerisk kvadratur:

Q=UT., [ f()dQ= [ f(x)dQ= Y [T w i f (xx)

Q k T, k j

For ekvationen ovan maste integraler av typerna

[cVor-VdQ. [ apip dQ.[ fordQ. [ qorpdoQ, och [ hepdoQ,

T T T oT oT
berdknas och summeras till koefficientmatris och hogerled. Bidragen kommer som synes bade
frén Q och randen.
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Har uteldmnas alla detaljer, ocksé de intressanta, bade teoretiska och implementeringstekniska,
men de beskrivs i fortséttningskurser och kurser 1 finita element. Poéngen é&r att visa, hur
uppstéllning av det linjira ekvationssystemet fran Galerkins metod med finita element-
basfunktioner enkelt 1iter sig automatiseras. Anvéndaren specificerar

- geometrin (det finns program som skapar trianglarna),

- differentialekvation (partialintegration kan systemet gora sjélv) och

- randvillkor (behover definitivt forklaras mer, men det far ansta till fk ).

Ekvationssystemet stélls upp “automagiskt” och 16ses med t ex Gauss-elimination. Losningen
visualiseras med férg, form, pilar, animering, intressanta funktionaler, som randintegralen i
jonvandringsexemplet, berdknas, etc.

Vi ser nu att valet av finita-element basen gor matrisen gles: a;; = 0 om inte basfunktionerna
lappar 6ver varandra, dvs., om inte nod & ochj ir i samma triangel. Matrisen for rektangeln ovan
med 19 noder far bara 93 icke-nollor dvs. i medel mindre 4n sex per rad:

4 6 8 10 12 14 16 18

Monstret dr symmetriskt: grannskap ér alltid en reflexiv relation. Om ocksé virdena blir lika
hinger ihop med om ekvationen &r sjdlv-adjungerad.

Man kan é@ndra monstret genom att numrera om noderna. Det dr viktigt att numrera sé, att det
inte blir for manga nya icke-nollor vid Gauss-eliminationen. RCM-algoritmen ger vénster bild
och AMD hoger. Elisabeth Cuthill & Sean McKee — metoden numrerar grannar efter varann och
ger bandstruktur, Approx. Minimal Degree viljer pivotelement som minimerar fill-in i just det
steget

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
z =93 z =93

Med effektiv numrering loser eliminationsprogram problem som ovan med 1/2 miljon obekanta
pa sekunder pa en modern PC. Man kan alltsa ha en halv triangel per pixel pa skdrmen!

Men f0r tre-dimensionella problem blir matriserna mycket mindre glesa, minneskravet mycket
storre och iterativa metoder behdvs. For a och ¢ > 0 finns det t ex multi-grid metoder som har
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komplexitet O(N), men for a <0 (tidsharmonisk vagrorelse beskriven i frekvens-doméin med
Helmbholtz ekvation) dr det mycket svérare.

2. Katodstraleror (elektrostatik)

Ett katodstralerdr med plattkondensator. U /
Los Laplaces ekvation orned randvillkor # = 0 pa 1y - J
ytterranden, U och V péd kondensatorplattorna. —

Anvind partikelspdrningsvisualiseringen for att rita \V

banan hos en elektron som skjuts in enligt figuren. ‘
Singularitet vid platt-kanter, ... —



