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Bengt Lindberg LABORATION 2

070918
2D1240 Numeriska metoder gk2 for F2

Integraler, ekvationssystem, differentialekvationer

Sista bonusdag, se kursplanen. Kom vil forberedd och med ordnade papper
till redovisningen. Bada i laborationsgruppen ska kunna redogora for teori och
algoritmer!

Alla numeriska resultat som efterfragas ska finnas (girna handskrivna) med
lampligt antal siffror motiverade av tillforlitlighetsbedémningen!

Obs! Uppgifterna behover inte géras i nummerordning.

1. Rotationssymmetrisk lur

Konturen for en rotationssymmetrisk lur definieras av funktionskurvan
y(z) = e 3/(2 —cosmx), 0<z<L.

Luren uppstar genom att kurvan roteras kring x-axeln och rotations-
volymen ar V =7 DL y? dz. Vi énskar berikna volymen for en lur med
lingden L = 2.6. Bérja med trapetsregeln med steglangderna 0.1 och
0.05 och extrapolera en gang sa att simpsonvéardet erhalls. Hur manga
siffror verkar tillforlitliga?

Prova sedan MATLABs quad med standardtolerans (gor help quad).

En fin tredimensionell lurbild gér man s& hér: Lat x och f vara kolumn-
vektorer for konturkurvan y(z). Skapa en radvektor for rotationsvin-
keln 0 < <27 med lagom steg, t ex 27/30. Bilda matriser X, Y och
Z:

X=x*ones (size(fi)); Y=f*cos(fi); Z=f*sin(fi);
Skriv mesh(X,Y,Z) som ger en natfigur eller vilj surf(X,Y,Z) eller
surfl(X,Y,Z) som ger en fylld 3D-figur (gor gdrna help surfl).

2. Integral, férbehandling Integralen
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skall beriiknas numeriskt med totalt fel mindre #n 107%. Genomfor
forst en analytisk forbehandling av problemet sa det transformerade
problemet kan 16sas numeriskt. Partialintegration ger ett lattbearbetat
problem, men ni far gdrna anvinda alternativa tekniker for férbehand-
ling.



3. Skiarning mellan ellipser, ickelinjirt ekvationssystem

Berdkna alla skdrningspunkter mellan den sneda
ellipsen som definieras av 0.4z + y?> — 2y = 10
och den ellips med centrum i (4, 2) och halvaxlarna
a =4 och b =6 (parallella med koordinataxlarna)
som beskrivs av

(& —4)?/a® + (y — 2)° /b = 1.

En effektiv algoritm for berdkning av skdrningspunkterna &r Newtons
metod for ickelinjara system. Utnyttja den for att bestdmma en skér-
ningspunkt i taget.

Ellipserna ska ritas' och de erhallna skirningspunkterna markeras med
en ring. Hur &r det med egenskapen kvadratisk konvergens i din algo-
ritm. Kolla ocksa hur startviardeskénslig algoritmen &ar.

4. Lurig differentialekvation

Givet ar differentialekvationsproblemet
Y+ my e (2 sinma + wycosma) = y/9, y(0) =1, y/(0) = —1/3.

a) Infor nya variabler u; = y och uy = 3 sa att differentialekvationen
kan skrivas till ett system av tva forsta ordningens ODE. Utnyttja
MATLABS ode45 fér numerisk 16sning fram till x = 2.6. Anvind en
relativ tolerans pa 1076,

Rita upp l6sningskurvan och jamfér den med lurkonturen i uppgift 1.

b) Om man utéver u; och wuy infér ug med egenskapen dug/dx =
my? = wu?, med uz(0) = 0, si far systemet tre forsta ordningens
differentialekvationer.

Vilken innebo6rd har den nytillkomna ekvationen? Lds med ode45 med
toleransen ovan och skriv ut det numeriska vérdet av ug vid x = 2.6.

Verkar det bekant? Forklara den geometriska inneborden av resultatet.

MATLABs ode45 har standardtoleransen reltol = 1073 som anvinds
om man inte tar med toleransparametern i funktionsanropet. Préva
detta och skriv ut virdet av ug vid z = 2.6. Vad ar din kommentar till
resultatet?

Den sneda ellipsen skrivs bést i poldr form infér uppritningen.
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De tre uppgifterna nedan (5.-7.) kan losas med i stort sett samma hu-
vudprogram. Skriv programmet for 5. sd det ldtt kan modifieras for de
andra uppgifterna. Den huvudsakliga skillnaden kommer att vara for-
muleringen av f(u) for de tre fallen. Kontrollera konvergensordningen
for era metoder i samtliga tre fallen, och skatta felet i 16sningarna.

. Linjart randviardesproblem Givet problemet

d2

d—g;‘ —22u=0, u(l)=2u3) =4
som skall 16sas med finitadifferensmetod med intervallet 1 < x < 3
delat i N+41 lika delintervall. Skriv upp differensapproximationer for
differentialekvationen i de N inre punkterna. Skriv ekvationerna f(u) =
0.

Skriv en Matlabfunktion som for givet u berdknar f(u). Ingen matris
skall stéallas upp eller anvindas!

Skriv ett Matlabprogram som lser ekvationssystemet
f(u)=0

med Newton iteration och Jakobianmatris berdknad med minjac fran
kursbiblioteket. Hur manga iterationer behévs, teoretiskt?—praktiskt?

. Randvérdesproblem Problemet ovan éndras s& randvillkoren ar

2—220 vid =3 och wu(l)=2

Hur representeras det dndrade randvillkoret? Modifiera ditt program
ovan sa detta problem l6ses. Ledning Enklaste sattet att ta hand om
det nya randvillkoret &r nog att lagga till en fiktiv punkt vid «x =
3+ 2/(N +1), da blir &ven = = 3 en inre punkt och det icke-linjara
systemet blir lite storre &n i 5.

. Icke-linjart randviardesproblem Problemet

d?u

=~ 22u(u—1)=0, u(l)=2u(3)=4

skall 16sas pa samma sdtt som ovan. Modifiera ditt program fran 5 sa
detta problem loses.



30

8. Stangning av ventil, differentialekvationssystem

Vid en vattenkraftstation matas en turbin med vatten fran reservoaren
(den uppdamda floden) via en cirkulér forbindelseledning (enligt den
schematiska figuren nedan).

stigtank med arean A

Reservoar

Ventil

R R D j Turbin .
= B

I‘
d h
I
I
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I

Vid t.ex. turbinhaveri behover ventilen stangas snabbt. For att undvika
onddiga tryckokningar anviands déarfor en stigtank med tvérsnittsytan
A m?. Vi skall studera stigtankens inverkan pa tryckstegringen.

Foljande beteckningar anvénds

u(t) vattenhastigheten i férbindelseledningen m/sek

h(t) vattenhojd i stigtanken m

H fallh6jd fran reservoar till ventil 30 m

L férbindelseledningen langd 600 m

d forbindelseledningen diameter 0.6 m

A stigtankens area m?

g tyngdaccelerationen 9.81 m/sek?
far friktionskoefficient 0.024

For medelhastigheten wu(t) géller foljande differentialekvation

du 1 L
L— =¢g(H — - —
7 g( h) 2fMdUIUI

Vidare géller att inflédet vid punkt B &r lika med utflodet fran punkt
B:
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Flodet @, genom ventilen under stdngningsforloppet 0 < t < ¢. ges

enligt
t
Qu=k(1——)Vh—h*

le
For ventilen giller k=1.05 m?3 /s, h*=20 m, t. = 5 sek.

Berdkna h(t) sa linge som nagot intressant pagar. Prova med olika
virden pa A, A=1, 2, 4,10 m?.

Borja med att bestdmma h, u och @, d& ventilen &r och har varit
helt 6ppen en ldngre tid (jamvikt). Detta kan ni géra genom att anta
att du/dt = 0 och dh/dt = 0 och succesivt berdkna h och u. Dessa
berdkningar kan goras analytiskt. De tva teknologerna Slarver Da och
Fixarsig Fy har var for sig genomfort berdkningarna och kommit fram
till foljande resultat:

I.
2
gH . wd?
=4/ =" d Ci=|—
e ( ak )
ot 1L
ho =h +C19C1+C2 och Csy = 2f]wd
1I. )
gH + Ch* 4k+/ho — h* .. 1, L 16k
_garn _ Vi g — L, 20
ho g+C o md? ar ¢ QfM d w2d*

Hérled dven du uttryck for hg och ug. Har ndgon av teknologerna rak-
nat ratt? Lat datorn kontrollera startviarden for w och h genom att 16sa
differentialekvationsproblemet med berdknade startvirden vid ¢t = —5.
Hur skall 16sningern se ut for —5 < ¢ < 07 Lat ventilen borja stédngas
vid £ = 0 och f6lj 16sningen tillrackligt lange, s& att ni atminstone kan
observera den maximala stighdjden. Observera att efter ¢. sekunder sa
ar ventilen helt stiangd, d.v.s.

kvh — h* t<0
Q, = k(l—%)\/h—h* 0<t<t,
0 t>t,

Redovisa grafer 6ver h och u for de olika A-virden. Lagg gérna graferna
i samma figur.

Hur mdnga timmar ungefdr har Laboration 2 tagit?

2D1240, Num met gk2  Laboration 2 redovisad och godkind!
Datum: .....ccooooiiiiis

NAII e, Godkand av .....cooeviineennn.



