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Plan och Syfte

Titta pa kopplingen kontinuum/rumsderivata - diskret/partikelmodell
(vagekvation och mass-fjader)

Visa att mass-fjadermodellen representerar en rumsderivata
Diskret = Kontinuum

Introducera finita elementmetoden (FEM)
Kontinuum =- Diskret

Knyta ihop flera moment i kursen till ett sammanhang: styckvisa linjara
funktioner definierade av basfunktioner pé ett nat/mesh (M2),
kvadratur/integrering (M2) och tidsstegning (M1/M3) knyts ihop for att
definiera finita elementmetoden. Vi kommer att jamfora med
vagekvation/mass-fiader (M4).
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Att lasa (referenser)

o Elastisk strang - ekvivalens mellan mass-fjadermodell och vagekvation
(ch. 45)

o Partiella differentialekvationer, finita elementmetoden (ch. 149-150)
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Kontinuum)

Koppling rumsderivata och mass-fjadersystem

Syfte:
Diskret = Kontinuum

Att se att mass-fjadermodellen representerar en rumsderivata, vilket gor
att vi kan beskriva ekvationen mer kompakt som en partiell
differentialekvation (vagekvationen).

@ Vi har tittat pa diskretisering av differentialekvationer i tiden
(ODE/begynnelsevardesproblem) - vad ar diskretisering i rummet
(PDE/randvardesproblem)?

e Vad hander nar uppldsningen/antalet partiklar okar?
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Demo: vagutbredning 1D
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Rumsderivata |

Modell: mass-fjader, representerar vagutbredning i 1D, u skalar (for
enkelhets skull)

ODE:
=
Mhv' = F'
Fjaderkrafter pa partikel i:
F, il = E( i+l _ I) och F,'7,'_1 = —%(u’ — U’il)

Totalkraft pa partikel i: Fj = F; i1+ Fi i1 = %(u’url —2u' + ui_l)
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Kontinuum)

Rumsderivata |l

Definitioner: Ax = hoch Av' = vt — i, E=1
Fjaderkraft:

Derivata (for sma h):

_du  u(x+h) - u(x)
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Rumsderivata Il1

Vi kan alltsd skriva mass-fjadermodellen som vagekvationen:
i(x,t) = u"(x,t) forxe(0,1),t >0,
u(0,t) =u(l,t)=0 fort >0,
u(x,0) = u%(x), i(x,0)=i’(x) forx e (0,1),

dir u%(x) och i°(x) ar givna funktioner. u(0,t) och u(1,t) ar randvillkor,
som vi har modellerat med stora massor i andarna.

u=v
v=F
F=4u

dar u ar forskjutning, v hastighet och F fjaderspanning och F’ fjaderkraft
som agerar pa partiklar.
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Demo: rumsderivata, upplosning M=20

Figure: Forskjutning for M=20 (antal massor)
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Demo: rumsderivata, upplosning M=40

Figure: Forskjutning for M=40 (antal massor)
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Demo: rumsderivata, upplosning M=80

Figure: Forskjutning for M=80 (antal massor)
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Demo: rumsderivata, upplosning M=160

Figure: Forskjutning for M=160 (antal massor)
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Demo: rumsderivata, upplosning M=320
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Figure: Forskjutning for M=320 (antal massor)
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Demo: rumsderivata, upplosning M=640
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Figure: Forskjutning for M=640 (antal massor)
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Demo: rumsderivata, upplosning M=1280

Figure: Forskjutning for M=1280 (antal massor)
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Finita elementmetoden (Kontinuum = Diskret)

Diskretisering av rumsderivata

Syfte:

Vi vill borja direkt fran kontinuummodellen (rums och tidsderivata) och
automatiskt konstruera en diskret modell. Vi formulerar finita
elementmetoden som ett satt att gora det.

@ Hur gora i 2D/3D? Hur satta fjdderparametrar systematiskt osv.?
Hur modellera andra fenomen?

@ Hur ser I6sningen ut mellan punkterna?

@ Finns det ett systematisk satt att g& fran kontinuum till diskret for
generella partiella differentialekvationer?
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Finita elementmetoden (Kontinuum = Diskret)

Finita elementmetoden |

Vi vill 16sa en differentialekvation: R(u) = Au— g =0, dar A ar nigon
operator pa u (differentialoperator t.ex.)

ex: Au=i—u"ochg=0=0u—-u"=0
(vagekvation).

ex: Au=lu=u=g

(A ar identitet, blir en L2-projektion, enkelt exempel for att forsta
metoden).
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Finita elementmetoden (Kontinuum = Diskret)

Repetition: styckvis linjara funktioner

linear combination of hat functions
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Finita elementmetoden (Kontinuum = Diskret)

Finita elementmetoden ||

Som |8sning soker vi en funktion u(x, t) som en linjarkombination:
u(x, t) =Y ui(t)(x), (5)
j=1

av J givna basfunktioner ¢1(x), ..., $4(x) som beror av x, med okanda
koefficienter uy(t), ...., uy(t), som kan bero av t.
Basfunktionerna ¢;(x) ar styckvis linjara “hattfunktioner” frdn modul 2:

oi(h) =1 ifj=1i, ¢i(jh)=0 else, i,j=1,..,J, (6)
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Finita elementmetoden: [lI

Hur hitta koefficienterna u;(t)?
Satt in u(t, x) i ekvationen: R(u), men:.

R(u) = 0 skulle uppfylla differentialekvationen exakt, kan inte vara
generellt sant for en styckvis linjar funktion u

Galerkins metod: villkor att fab R(u)pjdx =0,i=0,1,...,J
Notera: J koefficienter och J villkor/ekvationer.
Dvs. multiplicera med basfunktion och integrera, for alla basfunktioner.

Tolkningar:

Kan ses som att ett viktat medelvarde av residualen maste vara O eller
som ortogonalitet (residualen maste vara ortogonal mot basfunktionerna)
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Finita elementmetoden (Kontinuum = Diskret)

Finita elementmetoden: L2-projektion
Exempel: Los u = g med FEM.

1. Nat/Basfunktioner Valj ett nat (bestimmer basfunktionerna)
2. Definiera losningsfunktion Definiera 10sning som linjarkombination:
u(x, t) = Y0 uig(x).
3. Definiera villkor/ekvationer for koefficienter
[? R(u)pidx = 0,i =0,1,..., J
fab ugidx = fab goidx,i=0,1,....J
Notera att vi har J koefficienter (fran u) och J
villkor /ekvationer.

4. Los system for koefficienterna | det har fallet blir systemet ett linjart
ekvationssystem: Auj = b
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Finita elementmetoden: L2-projektion demo
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Finita elementmetoden (Kontinuum = Diskret)

Finita elementmetoden: Vagekvation

Exempel: Los i1 — u” = 0 med FEM.

1. Nat/Basfunktioner Valj ett nat (bestimmer basfunktionerna)
2. Definiera losningsfunktion Definiera |osning som linjarkombination:
u(x, t) = 35y ui(t)e5(x)-
3. Definiera villkor/ekvationer for koefficienter
I? R(u)gidx = 0,i=0,1,...,J
[P igidx + [P u'¢hdx = 0,i=0,1,...,J
Notera att vi har J koefficienter (fran u) och J
villkor /ekvationer.

Notera att vi partialintegrerar rumsderivatorna, sd att en
hamnar pd basfunktionen ¢; (u har inte tva derivator).

4. Los system for koefficienterna | det har fallet blir systemet en ODE for
koefficienterna: i’ + Au’ =0
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Finita elementmetoden: Vagekvation demo
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Sammanfattning
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