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Ovning 3
Snabb Fouriertransform

Den snabba Fouriertransformen, FFT, var kind av Gauss redan pa tidigt 1800-tal. Det var
emellertid nar den aterupptécktes pa sextiotalet av Cooley och Tukey och borjade anvindas
pa datorer som dess styrka och anvindbarhet blev uppenbar. Idag ar det en av de i praktiken
mest anvinda numeriska algoritmerna. FEFT tillimpas i huvudsak i &mnen som signalteori och
bildanalys men anvénds t.ex. &ven i sa kallade spektralmetoder for att 10sa partiella differen-
tialekvationer.

Bakgrund

Nar f tillhor L2([0,27]) kan funktionen utvecklas i en Fourierserie,
. R 1 [27 .
)= Y R =g /0 Fla)e *ede.

Har kallas { fk} funktionens Fourierkoefficienter. Koefficienten f;, kan tolkas som funktionens
frekvensinnehall vid frekvens k. Vi vill kunna berdkna dessa koefficienter snabbt.
Nér f ar bandbegrinsad till n/2 frekvenser (n jamt tal), dvs nar

n/2—1

fl@y=">_ fre™,

k=—n/2

kan fi beriiknas exakt fran n ekvidistanta samples av f (z). Detta &r innehallet i Shannons
samplingssats. Man kan uttrycka det som att man behover tva samplingspunkter per vaglangd
(hos den hogsta frekvensen) for att kunna aterskapa funktionen exakt.

Vi infor lite mer notation. Lat

. 2
och definiera den diskreta innerprodukten,
n—1
(f.9)n = Flz)g(z).
§=0
Da har vi speciellt att
n—1 n—1 n—1 .
<eikm’ em>n _ Z pilk=0z; _ Z cik=0Ohj _ Z (ei(k_g)h)ﬂ
§=0 5=0 5=0
_ei(k—0)hn
_ %;mmrak#&: 0, k#¢,
n, k=1{, n, k=1¢,
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eftersom hn = 2r. Om vi tar innerprodukten mellan f och exp(ifz) och utnyttjar detta result
far vi

n—1 n/2—1 n/2—1
Z fje—z&cj — (f; ezéx>n — < Z fkezkx7 ez@x> — Z fk<ezk:c7 ezéx>n — nff-
=0

k=-—n/2 n k=-n/2

Alltsa ges f; av
1 n—1 '
fo= 3 fe.
=0

Detta ér den diskreta Fouriertransformen (DFT), som beriknar Fourierkoefficienterna {f;} fran
de samplade virdena {f;}.

Omformulering till matrisform

Vi kan nu skriva detta i matrisform. Lat

Jo Af—n/Z
f= Jil . F=n f‘":/z“ . f.fecn
fn-1 fn/z—l

och definiera
wn, = exp(—i27/n).

Transformen kan skrivas som,
f = Fn.f7

déar F,, € C™*"™ &r en matris, for vilken elementet i rad £ och kolumn j &r givet av

o—i(—n/24+0z; _ ,—i(=n/2+0)jh _ —=2mi(—n/2+0)j/n _  mij-2milj/n _ (_1)jw£Lj7

med £,7 =0,...,n—1, det vill sdga

1 -1 1 1 -1
1 —wy w? wh—2 —wnt

F, = 1 —w% wﬁ wi("‘z) —wi(n_l) (1)
1 _wg_l wi(n—l) o wﬁln—2)(n—1) _wﬁln—l)2

(For tydlighetens skull: whi = (wn)¥ = exp(—i2rkj/n).) Den diskreta Fouriertransformen &r
alltsd i grunden en matris-vektormultiplikation. En naiv implementation av transformen har
dirfor den vanliga kostnaden fér en matris-vektormultiplikation, nimligen O(n?).

Snabba transformen

Kostnaden O(n?) minskas radikalt om man anviinder den snabba Fouriertransformen. Normalt
beskrivs denna for fallet da lingden av f &r en jamn potens av 2, alltsd n = 2™ med m ett
positivt heltal. Den ar da baserad pa observationen att F',, kan delas upp i enkla operationer i
termer av F'p, 5.

2(4)
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Lat f°" och £°%9 vara vektorerna som innehaller vartannat element av f,

fo i
feven — ‘](..2 7 fodd — f:?’ 7 feven7 fodd c (Cn/2
fn—2 fn—l
Efter att ha kastat om motsvarande kolumner i F',, har vi da
1 1 1 -1 -1
1 w? wi —wp, —w?
1 w4 w8 —w2 —UJG feven even odd
1 i(n—l) wi(n—l) el _wi(n—l)
dir A &r en diagonal matris, A = diag(1,wp,w?,...,w" 1) och A € C" 2 #r en rektangular
(obs, ej kvadratisk) matris given av
1 1 1 aopo ao1 apn/2—1
L wy wp ™ aio ailr ot Alp/a-1
4 2(n—2) ’
A=1]1 Wy, Wn, = azp as1 agn/2-1
1 wg(n—l) w,ﬁ”_l)("_z) Un—10 Gn-11 “** Gp_15/2-1
25k

Matriselementen ajj kan alltsi uttryckas aj; = w
Vi visar nu att bade A och A gar att skriva om pé en form som forenklar berdkningarna.
Forst noterar vi att

ajr = WA = exp(—idrjk/n) = wi%.
Det implicerar att Gvre kvadratiska delmatrisen av A, med indexen j,k = 0,...,n/2 — 1, ar

identisk med F',, ;5. Vidare giller att

Ujinjok = w20tk — exp(—idn(j +n/2)k/n) = wi% exp(—i27k) = wi’jz,

vilket visar att &ven den undre delmatrisen av A ér lika med F', ;. Slutligen har vi att
W/ FR — 2058 — exp(—im)w

De 6vre diagonalelementen hos A &r darfér samma som de undre med omvéant tecken. Med andra
ord,

— Fn/2 o Dn/g 0 L ) w2t
A_<Fn/2>’ A—( 0 _Dn/2>’ D, j, = diag(1l,wp,wy,, ..., wp' " 0).

Till slut far vi det enkla sambandet
F -D. . F feven F feven -D. o F fodd
F _ n/2 n/2 n/2> < > _ < n/2 + n/24 n/2 ) 2
nf <Fn/2 Dn/2Fn/2 .ded Fn/2feven Dn/2Fn/2ded ( )
En transform av n variabler kan alltsd berdknas genom att gora tva transformer av n/2 vari-
abler: F',, o f"" och F, F°44_ 1 den snabba Fouriertransformen utnyttjar man detta rekursivt.

3(4)

DN1242 — Numeriska metoder, grundkurs Il e HT 2011
Olof Runborg



Vardera F',, jo-transformen delas pa samma sitt upp i tva F',, /4-transformer, vilka i sin tur delas
upp i tva F, jg-transformer, etc. Vi far

F,—2stF,5—4stF,, —8st Fg— - —nstF,

och F'1 = 1 sa transformen behéver aldrig utforas. For att berdkna den totala kostnaden av detta
later vi b, beteckna kostnaden for en transform av n variabler. Om vi antar att alla element i
D, ; ér givna (berdknade i forvég), far vi rekursionsformeln

3
bn = 2bn/2 + 571, b1 = 0, (3)

dér termen 3n/2 kommer fran multiplikationen med D,, /, och additionerna, och b; = 0 eftersom
F; = 1. Man kan nu via induktion visa att (3) ger

3
bn, = 5”10g2 n, (4)

det vill séga att den snabba fouriertransformen har berékningskostnaden O(nlogn). (Vardet pa
konstanten framfor n &r mindre intressant.)

(Bevis: For n =1 ger (4) att by = 0. Antag att (4) uppfylls for n = 1,2,4,...,2P. Genom
att anviinda (3) och (4) far vi for n = 2P

bop+1 = 2bgp+1 /9 + 221’“ = 2bgr +32P = 2(%217 log2(2p)> +32P = 3p2P + 32P = g2p+1(p +1).
Via induktion foljer att (4) géller for alla n = 2™, m =0,1,...)

MATLAB

I MATLAB finns kommandot fhat=fft(f) for att berdkna Fourierkoefficienterna for vektorn f.
Ordningen av koefficienterna i fhat é&r lite annorlunda &n i f ovan, ndmligen

fhat = n[f(])fl)' . afn/27f—n/2+17' .- af—l]'

For att g mellan de tva ordningarna kan man anvédnda kommandot fftshift. Kommandot
f=ifft(fhat) ger den inversa Fouriertransformen. Se help fft for mer information.

DN1242 — Numeriska metoder, grundkurs Il e HT 2011
Olof Runborg



