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Betrakta Poissions ekvation pa enhetsrutan,
Uzy + Uyy = f(2,7), 0<z<l, O<y<l,
med Dirichlet-randvillkor,
u(0,y) =u(l,y) = u(z,0) = u(x,1) = 0.

1. Diskretisera problemet med fempunkts-formeln tex enligt beskrivningen i Bradie kapitel
9.1. Dela in rutan i N delar i varje koordinatriktning: Definiera berdkningsnétet (xg,yy)
med xp = kAx och yp = (Ax dér nitstorleken ges av Az = 1/(N + 1). Approximera den
exakta losningen u(x,y) pa berdkningsnétet med de diskreta virdena

Upe ~ u(Tp, Yo), 0</¢<N+1, 0<k<N+1.

Lat ocksa fry = f(kAx, (Ax).
For de inre punkterna, 1 < k < N and 1 < ¢ < N, approximeras derivatorna med
centraldifferenser, vilket ger fempunktsformeln,

Up—1,0 + Uy 1,0+ U1+ Uk er1 — dupe = (Ax)? fry. (1)
For randpunkterna galler

U = UN41, = Uk, = Ug,N+1 = 0, 0</I<N+1, 0<kE<N+1.
Detta ger ett linjért ekvationssystem med (N +2)? obekanta. Samla ihop detta i matrisform,
Au =b.

Du kan vilja att reducera systemet genom att sitta in de kinda randvérdena i ekvationerna
for de inre punkterna, eller lata dem inga i systemet som triviala ekvationer.

Definiera hogerledsvektorn b genom att tex vilja
flz,y) = —exp (=20 [(x — 0.75)% — (y — 0.15)]) — exp (—40 [(z — 0.2)* — (y — 0.8)*]) .

Los systemet med backslash. Plotta l6sningen med MATLABs kommandon mesh och/eller
contour. Kommandot reshape kan vara anvindbart hér for att konvertera mellan kolumn-
vektor och matrisrepresentation av 16sningen.

2. Testa noggrannhetsordningen genom att ldsa av 16sningsvirdet i (z,y) = (0.5,0.5) for
olika storlekar pa diskretiseringen. (Se till att véilja sidana N si att denna punkt ingar i
berékningsnétet.) Bilda kvoterna

UAz — UAz/2
UAz/2 — UAz/4
for att uppskatta ordningen. Obs! Foér att kunna ta sma Az ar det viktigt att A lagras

som en gles matris. Annars tar I0sningen alldeles for lang tid.
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3.

(Frivillig)
Gor nu samma sak men i en L-formad domén, given av

(z,y) € [0,1]\ (r, 1),
(Se bild nedan.) Anvind samma Dirichlet-randvillkor och hogerled f. Vilj r = 0.4. Plotta
16sningen som ovan och undersok noggrannhetsordningen i punkten (z,y) = (0.3,0.3).
Den nya svarigheten bestar i att hantera geometrin och randvillkoren pa ratt satt.

Notera: pa grund av hornet vid L-ets kné introduceras en singularitet i exakta l6sningens
derivata. Genom variabelseparation kan man visa att l6sningen néra hornet ser ut som

u(r,0) ~ 1 sin (T—9>

(07

dér (r,0) ar polédra koordinater centrerade i hornet och « dr storleken pa inre vinkeln (hér =
3m/2). Derivatorna nira hornet ar darfor obegriansade, vilket gor att fempunktsformeln ar
en dalig approximation av Laplace-operatorn dar. Detta reducerar noggrannhetsordningen
jamfort med tidigare.

(Frivillig)

Anvand koden fran forra 6vningen. Tag r = 0.5 och sdtt upp matrisen A. Berédkna
egenvektorerna som motsvarar de minsta egenvirdena (i absolutbelopp) till A/(Az)?. Den
skalade matrisen ar en diskret approximation av den kontinuerliga Laplace-operatorn. Dess
egenvektorer approximerar egenfunktionerna for det kontinuerliga egenvérdesproblemet,

dvs funktioner for vilka
Uz + Uyy = AU, y € R. (2)

(Notera att pga vart val av tecken &r alla egenvéirden strikt negativa.)
Plotta egenvektorerna med mesh eller contour som tidigare.

En fysiskalisk tolkning av egenfunktionerna &r vibrationsmoder med frekvenserna /—A\ i
ett membran fastspint vid rénderna (tex en trumma). Visa att om u satisfierar (2) si
satisfierar den tidsoscillerande funktionen v(t,z) = sin(v/ —At)u(z) vagekvationen

Vgt = Vzz + Vyy,
som bla beskriver hur forskjutningen fran jamvikt i ett membran kan variera i tiden.

Kéanner du igen den forsta egenfunktionen fran nagonstans?

Mer material relaterat till deluppgifterna 3 och 4 finns pa:
www.mathworks.se/company/newsletters/news_notes/clevescorner/win03_cleve.html

y=r

X=r
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