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Ovning 1
Konvergensordning for sekantmetoden

Sekantmetoden ar en forenklad version av Newtons metod for att 16sa skaldra olinjara ekvationer
f(z) = 0. Till skillnad fran Newtons metod anvinder sig sekantmetoden inte av derivatan till
f, vilken kan vara svar att berdkna nér f ar komplicerad. I bada metoderna approximeras f
med en enkel funktion i varje iteration, och nésta tal x,11 ges som l6sningen till den forenklade
ekvationen. I Newtons metod (figur a) anvinds tangenten till f i z,,, som approximation av f
for att berdkna x,41,

y(x) = f(xn) + (33 - xn)f/(xn)a y(xn—i-l) =0 = ZTpp1=xn— %
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Sekantmetoden (figur b) anvéinder istéllet den linje som gar genom f(x,) och f(x,—1),

y(z) = f(zn) + (x — xn)f($;Z - iia_jrll_l)'

Nésta approximation ,41 definieras dven hér som l6sningen till den forenklade ekvationen,
Y(xn41) = 0, vilket ger formeln f6r sekantmetoden:

Tt = T — ) g o

Kommentarer:
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e Sekantmetoden behover spara de tva senaste approximationerna, x,_1 och z, (inte bara
x, som for Newton).

e Ingen derivata behover riknas ut. Den approximeras av kvoten (f(zy) — f(zn-1))/(xn —
xn_l).

e Kan generaliseras till system, men det dr komplicerat.
Konvergensordning
Lat den exakta roten till f vara * och definiera e, som felet i iteration n,
f(z*) =0, en =Ty — .

En konvergent sekvens har konvergensordning p om kvoten |e,y1|/|en|P konvergerar mot ett
nollskilt tal, dvs om

lim z, -2 = lim 1] — C #0.
n—oo n—oo |en|p

Vi undersoker nu vilken konvergensordning sekvenser som generaras med sekantmetoden har. Vi
antar da att andraderivatan vid roten &r nollskild, f”(z*) # 0. Efter subtraktion med z* i (1)
far vi

il = €y — f(xn)(xn - xn—l) _ en[f(xn) - f(xn—l)] - f(xn)(en - en—l)
N T S I ) F@n) — flzn_1)

flen) _ fl@n-1)
N en—lf(xn) - enf(xn—l) en enfll

F@n) = f@a) @) — )

=!€n€n—19n-

Lat s(x) := f(x)/(z — z*) och Ax,, =z, — xp_1 = €, — €p—1. Det ger att
_ S(rpo1 + Amy) —s(wp1) ' (wpo1) + O(Axy,)
I F@nt + Azg) = f@a1) @)+ O(Az,)’

Vi undersoker derivatan av s noggrannare,

)  f@a) @ —me ) f (@am) S = 3 @am1)ep g +0(eh )
S (-Z'n—l) - ($n—1 — l‘*)2 - e%_l

_ %f”(:pn_l) 4 O(en1).

Nér metoden konvergerar gar e, och saledes ocksa |Ax,|, mot noll, dvs s& snart x,, — x* foljer
att

entr b @ae1) + O(AZ| 4 lenn])  f(a")
emeng " F'(@n1) + O(Az,) 2f'(z*)

£0. (2)

Detta &r inte riktigt pa den form som definitionen av konvergensordning anvénder, eftersom
kvoten innehéaller bade e, och e, _1. Vi behdver darfor underscka vad konsekvensen ar for andra
kvoter |e,+1]/|en|P. Vi borjar med att definiera vektorerna

_( loglen| ~ (log |gn|

2(3)
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Efter logaritmering ger (2) att
log |en+1| = log |en| + log |en—1| + log |gn |-

Vi har darfor sambandet

1 1
wn+1:Bwn+dm B:<1 0>

Matrisen B ar symmetrisk och enligt resultat i linjér algebra kan den da diagonaliseras med
ortonormala matriser, dvs vi kan skriva den pa formen

|
B=SAST,  S=|m m| a=(M 0), o sTs=1
Y 0 A

déar r; ar normerade egenvektorer till B och \; dr motsvarande egenvirden,

| | Nl < ! > ol < | >
M==(1=V5), Ay==(1+V5), Al , i .
1= 5( ) 2= 5( )T e 1/ "= e\

Vi multiplicerar med S och far
STwpi1 = STSASTw, + STd, = Vpi1 = Avp + STd,, vy = STwy,.

Eftersom A dr diagonal kopplar elementen i v, = (v ’Ug’n)T isar. Vi betraktar forsta kompo-
nenten.
V1 nt1 = AMVU1Lp + 71,1 l0g g

Denna rekursion har l6sningen

n
_ +1 n—j
Vi1 = v oA s Y AT log gl
=0

Eftersom |A;| < 1 géar forsta termen mot noll nir n — oo. Vidare, ar sekvensen {log|g,|}
begransad eftersom {|g,|} konvergerar mot ett nollskilt tal. Det betyder att det finns ett tal D
sd att

D N logg| < DY INTI=D) INI<DY N = g <o
J=0 Jj=0 j=0 j=0

Summan ar alltsa absolutkonvergent och dérmed konvergent mot ett tal, sig g. Vi far

lim vy, =1r1,19.
n—oo

Men

1
Vint1 = (STwn1)1 = r{ wns1 =111 <1Og lentt] + >\_110g |€n|> -

Darfor far vi slutligen

e
lent_ L oxp () s exp(q) #£ 0.
|len|1/M 11

Foljdaktligen ér konvergensordningen p = —1/A; = (14 +/5)/2 ~ 1.62. Detta #r nagot langsam-
mare &n Newton (p = 2) men snabbare &n fixpunktiterationer (p = 1).

3(3)
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