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Foreldsning 1

Storningsanalys

Indata till ett numeriskt problem innehéaller i praktiken alltid (sméa) fel. Felen kan bero pa
tex méatfel, avrundningsfel eller pga att indata kommer fran andra numeriska berdkningar som
innehaller trunkationsfel. En viktig fragestallning dr darfér hur 16sningen till problemet paverkas
av dessa fel. Vi kan beskriva situationen sahar:

Indata Problem Utdata

Hér ar F' en abstrakt formulering av problemet. Det kan tex vara en enkel funktion y = F'(x),
men i allménhet &r F' mer komplicerad &n sa.

Fragan &r nu vad som hidnder med utdata y om vi stor indata = med ett litet fel e,. Istéllet
for x skickar vi in & = x + ¢, och istéllet for y far vi ut y = y +,. Hur beror da ¢, pa ¢,7?

Stord indata Problem Stord utdata

X=X+§ —— F — Y=Y+E

Ofta kénner vi inte felet precis utan vet bara att det 4r mindre &n en felgrdns. Felgrinsen kan
vara antingen absolut, betecknad E, eller relativ, betecknad R, och innebér att

lex| < Eg,

€z
T

<R,.

Om felgranserna i utdata E,, R, dr sma nér felgranserna i indata F,, R, &r sma brukar man
siga att problemet ar vdlkonditionerat eller stabilt; smé fel i indata “spelar ingen storre roll.”

1 F kand funktion

Om F ar en kind, snéll funktion kan vi analysera “felfortplantningen” fran indata till utdata med
hjalp av lokal linjérisering runt . I detta fall &r y = F'(z) och § = F(Z). Via taylorutvecklingen

F(z)=F(Z —e;) = F(Z) — e, F'(%)
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far vi

ey =0—y=F(&)— F(z) e, F'(Z) = |gyme,F'(T)

Detta ger direkt motsvarande formel for absoluta felgranserna E, och E,,

eyl S el |F/(2)] < EulF'(2)] = | By~ Eu|F"(2)]

Om F beror pa flera variabler,

y=F(x1,29,...,29), g=F(Z1,Z2,...,Tp),

far man pa samma sétt

o OF(31,...3n) OF (71,....in)
Ey =~ &gy oz1 Tt e, Ozr )
dir e;; r felet i z;, samt
~ OF (Z1,....%n) OF (#1,....%n)
Ey ~ E:L‘l oz1 + -+ ESCn OLn )

dir E,; ar absoluta felgrinsen for ;.

Exempel 1: Antag att F'(z) = 1+ cosx och att indata = &r given som x = 0.1 £ 0.005. Med
terminologin ovan dr da & = 0.1 och |e,| < 0.005, dvs E, = 0.005. Berdkna forst g,

g =1+ cos(0.1) ~ 0.0499958
Enligt formeln ovan blir felgréansen for g
E, ~ E,F'(Z) = 0.005 - sin(0.1) = 0.5 - 1073,
Vi avrundar darfoér ¢ till tre decimaler och skriver

y = 0.050 £ 0.0005.

Exempel 2: Lat x vara exakta roten till ekvationen f(z) = 0. Lat & vara en approximation
till roten given av Newtons metod med avbrottskriteriet

[f(@)] <0,

dar toleransen 0 dr ett litet tal. Berdkna felgrédnsen i Z. I detta exempel &r y = f(z) = 0 och
y = f(). Foljdaktligen ar |ey| = |7 —y| = |f(&) — 0| <, dvs E, = 6. Formeln for felgranserna

ger da
0
By~ E|f'(2)] = N T
v @)
Notera att om f’(Z) &r liten kan felet i Z vara stort &ven om toleransen 6 ar liten. Det ar darfor
normalt svart att 16sa ekvationer med dubbelrétter dar f(z) = f/(z) = 0.
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2 Experimentell storningsanalys

I manga fall 4r F inte kénd, eller for komplicerad for att kunna deriveras. Det &r d& svart att
anvinda analysen ovan. Exempelvis skulle F'(z) kunna vara given som l6sningen till en ordinér
differentialekvation vid en viss tid med begynnelsevirde x:

dy _

o =9, y0) =g F(x) := y(10).

I denna situation ar det mer praktiskt att anvinda “experimentell” storningsanalys dar F'(z)
betraktas som en “svart lada”. Det enda vi antar ar att F' r deriverbar.

Vi borjar med att berdkna g fran stérda indata & som tidigare. Sedan gor vi en “experimen-
trakning”: en berdkning dar vi medvetet stor indata ytterligare med virdet pa indatafelgransen
E,. Resultatet kallar vi ¥,

g =F(2), y=F(Z+ E,).

Skillnaden |y — g| &r da en bra uppskattning av felgransen E, i utdata g,
5 =3l = |F(@+ E) — F(2)| = E;|F'(2)| = E,.
Nar F' beror av tva variabler stor vi dem en i sinder och berdknar,
7 = F(z1 + Ey,, x2), g2 = F(z1,20 + Ey,).

Felet i utdata uppskattas med
Ey = 1§ — | +19— 92|
Etc. for fler variabler. Se tex ENM uppgift 8.8 for exempel.

3 Rattstalldhet

Vi har hittills hela tiden antagit att F’ motsvarar en “snéll” funktion, i sjdlva verket en deriverbar
funktion. Om F istéllet tex ar en diskontinuerlig funktion kan e, bli stort aven for godtyckligt
smé e,. Det betyder att &ven om vi har mycket sma stérningar i indata far vi ett utvérde
som ar helt fel. Sadana problem kallas icke rattstillda (ill-posed). Omvént kallas problem déar
F(z) ar kontinuerlig for rdttstdllda (well-posed) problem. Det dr viktigt att se konsekvensen av
icke rattstalldhet: Eftersom vi i praktiken alltid har sma storningar i indata kan icke rdttstillda
problem inte ldsas med numeriska metoder d&ven om problemet i teorin har en entydig losning.
Begreppet rattstalldhet ar darfor centralt inom tillampad matematik. Ett mycket enkelt exempel
pa ett icke rattstéllt problem &r foljande. Los f(z) = 0 nér

x, x#0, xF#20,
f(x) =420, =0,
0, x=20.

Det &r uppenbart att 16sningen ar x = 20, men en numerisk metod kommer inte kunna hitta
den roten. Den numeriska svarigheten &r ganska tydlig i det har enkla fallet. Den kan dock vara
betydligt mer subtil i mer komplicerade problem. Speciellt svar ar fragan om rattstalldhet for
partiella differentialekvationer dar dven till synes enkla ekvationer kan vara icke rattstallda. I
det fallet &r bade in- och utdata funktioner snarare dn skaldra tal eller vektorer.
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