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Approximationsteori

Lat f vara en kontinuerlig funktion som vi vill approximera med en enklare funktion f (). Vi
kommer anvéinda tva olika approximationsmetoder: interpolation och minstrakvadratanpassning.
Vi bérjar med interpolation och det enklaste fallet da f(x) &r ett polynom.

1 Polynominterpolation

Vid polynominterpolation vill vi hitta ett polynom p(z) som Gverensstdmmer med f i ett antal
noder (z-koordinater), zop < x1 < ... < Xy, dvs

p(zj) = f(zy), ji=0,...,n.

Man kan forst fraga sig om detta verkligen alltid &r mojligt. Svaret &r ja och ges i precis form
av satsen pa sid 347 i Bradie. Vi behover bara se till att polynomets gradtal dr minst lika stort
som antal interpolationsnoder minus ett. I vart fall 4r antal noder n + 1 och vi behdver alltsé
ett polynom av gradtal minst n. (Om vi véljer gradtalet precis lika med n dr polynomet ockséa
unikt; tex, givet tva punkter finns det exakt en rak linje som passerar igenom bada tva.)

Néasta fraga ar hur man kan f& fram polynomet numeriskt. For att gora det antar vi att
gradtalet dr n och ansatter

p(x) = co + 12 + e + -+ cpa™. (1)
Vi vill hitta viardena for koefficienterna cj. Villkoren for interpolation blir

pley) =Yk = fle),  j=0....n. (2)

k=0

Detta kan skrivas som ett linjart ekvationsystem for koefficienterna ¢y,

Ac=f, (3)
dér
‘o (o) A
c=1|:| f= S E A=|. . :
n f(wn) 1 T, - x.ﬁ

Notera att ¢ € R"t, f € R"! och A € RHD>x(+1) - Matrisen A kallas en Vandermonde-
matris for noderna. Vi kan nu berdkna de okédnda koefficienterna ¢ genom att 16sa det linjara
ekvationssystemet.
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Ett problem med denna metod ar att elementen i Vandermondematrisen kan bli valdigt stora
om vi har méanga noder, dvs stort n. Det gér matrisen illa konditionerad och metoden blir
opalitligt for stora problem. En béttre variant ar att dndra ansatsen (1) till den sa kallade
Newton-ansatsen,

n—1

p(@) = co+er(z—20) + 2w —wo) (w —21) +e3(z —wo) (x — 1) (T —22) +- -+ H(x—iﬂj)- (4)
=0

Denna ansats utnyttjar mer information om problemet nédr den inkluderar nodvérdena. Den
ger fortfarande ett polynom av gradtal n. Pa samma sidtt som ovan leder den till ett linjart
ekvationssystem for koefficienterna ci, med matrisen

10 0 0

1 (xl - 330) 0 0
ANewton = 1 (xQ - LE()) (x2 — xo)(xg — xl) e 0

1 (20 —20) (T —0)(@n —21) -+ [[12g (20 — ;)

Denna matris ar dels battre konditionerad &n Vandermondematrisen, dels triangulér och det
linjara ekvationssystemet ar déarfor billigare att 16sa.

Vi ska slutligen diskutera felet vi gor vid polynominterpolation. Vi antar att alla noder ligger
i intervallet [a,b]. Man kan da visa att (se satsen pa sid 348 i Bradie),

FE)

1) = pla) = Ty

(z —2o) -+ (x — wn) (5)

for nagot & € [a,b]. (Detta kan ses som en generalisering av medelvirdessatsen, vilken ges for
n =0.) Om noderna dr ekvidistant placerade, dvs om

b—a

x; =a+jh, h =
n

kan man ocksa visa att
hn+1

(@ —20) - (z — )] <l

Definera felet E,, vid n noder som det maximala felet i intervallet,

E, = nax, |f(z) — p(x)|.

For ekvidistanta noder ger da (5) och (6) tillsammas att

(n+1)

a<é<b 4(n+1) ()

Betyder da detta att felet gar mot noll nér vi tar manga punkter, dvs gar E,, — 0 da n — oo?
Nej, i allménhet inte. Visserligen gar A"*' — 0, men ofta gar max| f("+1)| — 00 snabbare
och E,, kan inte begrinsas med (7). For ekvidistant interpolation far interpolationspolynomet
vilda oscillationer vid intervallets &ndpunkter néar n blir stort. Detta kallas Runges fenomen och
illustreras i Bradie pa sidorna 386—387.

Slutsatsen ar att ekvidistant interpolation med hoga gradtal inte dr bra. Om man sjéalv kan
valja noder ar ett battre alternativ ta noderna icke ekvidistant. Det optimala valet ges av de sk
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Chebyshev-noderna, se sid 379 i Bradie. Ett annat mycket praktiskt alternativ ar att anvinda
styckvis polynominterpolation med lagt gradtal. I detta fall delar vi in intervallet [a,b] i manga
sma intervall och interpolerar med lagt gradtal i vart och ett av dessa. Det enklaste fallet &r
styckvis linjar interpolation (se kap 5.5 i Bradie) dér vi anvénder forstagradspolynom for att
interpolera mellan varje nodpar, dvs vi approximerar genom att "dra ett rakt streck mellan
punkterna". Vi kan anvinda samma feluppskattning som tidigare, (7), och applicera den pa
varje enskilt intervall. Den ger da

1€l
Etyetevis = — Patyekvis ()] <
styckvis mjax xjgl;lg;{ﬂl | f () = Pstyckvis ()] < mjax . Snglg;(ﬂ .8 haX TR

Hér ar n i (7) konstant lika med ett och h gar mot noll oberoende av n. Darmed konvergerar
Egtyckvis — 0 som O(h2). Noggrannhetsordningen ar alltsa tva for styckvis linjar interpolation.
I allménhet for styckvis interpolation med gradtal p &r noggrannhetsordningen p + 1.

Kommentarer:

e Lagrange-polynomen for noderna &ar definerade som

ox—ay ‘
Li(z) = H _ j=0,...,n.

r; — X
k=0 " Tk

De ar polynom av gradtal n med egenskapen att

17 ) = k»
Lj(xy) = !
0, j#k

Med dessa kan interpolationsproblemet enkelt 16sas,
p(x) =Y Lj(x)f(x).
§=0

Denna form fér interpolationspolynomet &r dock kranglig att anvéinda i numeriska berédkningar.
Lagrange-polynomen &r snarare ett teoretiskt verktyg och har ett stort varde vid analys av
approximationsproblem.

e Nagra praktiska MATLAB-funktioner fér interpolation &r c=polyfit(x,f,n), som ger cg-
koefficienterna nér zj och f(xy) ligger i (n + 1)-vektorerna x och f; polyval(c,x) som
evaluerar ett polynom med koefficienterna c i punkten x; samt interpl (xnod,fnod,x,typ)
som evaluerar styckvis polynominterpolation av (xnod,fnod) i punkten x, med varierande
interpolationstyp som bestdms av sista argumentet. Tex kan typ vara >linear’, ’cubic’,
eller >spline’. Se MATLABs help-kommando fér mer info.

2 Minstakvadratanpassning

Vid minstakvadratanpssning soker vi en enkel funktion som approximerar f(x) genom att min-
imera den totala avvikelsen fran f i ett antal givna noder. Mer precist sOker vi en funktion f
som minimerar "felkvadratsumman",

r=Y (f(x;) = f(x))*.
j=0
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Vi bérjar med att anta att f &r ett polynom. Om f tex &r en snéll funktion med brus eller
andra storningar 6verlagrade kommer vanlig polynominterpolation, bade styckvis och direkt, ge
en mycket oscillerande approximation. Minstakvadratlosningen med ett polynom av lagt gradtal
ger en snallare 16sning.

For att berdkna minstakvadratlosningen for ett polynom gor vi som tidigare ansatsen

p(z) =co+crz+ cox? + -+ epa™,

dér m nu &r mindre &n n. Vi kan da inte langre hitta ¢, sa att p(z;) = f(x;) for alla j. Istéllet
vill vi minimera skillnaden. Liksom ovan kan vi skriva denna péa matrisform,

m—+1
N —

p(xo) — f(zo)
Ac— f = , H — n+ 1. (8)
p(zn) — f(7n)

Matrisen blir alltsé nu rektangulir, A € R+)x(m+1) ¢ e R+ och f € R, Systemet
Ac = f ar dverbestamt och saknar da i allménhet 16sningar. Vi noterar dock att eftersom

n

1Ae = FIB =D (p(x;) — flz)))* =,

J=0

ar minimering av felkvadratsumman r ekvivalent med att 16sa Ac = f i minstakvadratmening,
dvs hitta den vektor ¢ som minimerar den euklidiska normen av residualen,

e = fllz = min_ [[Ab— fl2. (9)

ERm+1

Vi ska nu visa att losningen c till minstakvadratproblemet ges av normalekvationerna

AT Ac = AT f|. (10)

Notera att ATA e R(mTDx(m+1) 41 en kvadratisk matris och systemet har alltid en 16sning nar
kolumnerna i A ar linjart oberoende (se nedan).

Normalekvationerna kan hérledas pa féljande sitt. Antag att ¢ loser (10). Eftersom ||z||3 =
2’ har vi da for alla b € R™H1,

|Ab — f|5 — ||[Ac — f||32 = 0T ATAb — 26T AT f + fTf — AT Ac+2c7ATfF — fTf
=bTATAb — 26T ATf — T AT Ac +2cT AT f = {utnyttja (10) }
=bTATAb — 26T AT Ac + " AT Ac
=[|A(b—¢)|l5 > 0.

Med andra ord ar

1Ab— f|I3 > [[Ac— fll3 Wb eR™,

vilket visar att ¢ faktiskt minimerar residualen och uppfyller (9).
Alternativt kan vi hirleda (10) med vanlig flervariabelanalys. Definiera

®(b) := ||Ab — f|]5.
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Lat V betyda gradienten med avseende pa b. Da uppfyller minimumet ¢
V&(c) =0.
Vi utnyttjar att
V(bTUb) =2U0b, Vulb=u,
for alla kvadratiska matriser U € R(MH1)X(m+1) och vektorer w € R™!. (Jamfor skalira fallet
dir (ub®)’ = 2ub och (ub)’ = u.) Detta ger
Vo(b) =V (bTATAb — 267 AT f + f1f) =247 Ab — 2AT f.
Foljdaktligen har vi
0=Vd(c)=24TAc - 24T f,

vilket &r samma sak som (10). Det aterstar att visa att ¢ &r ett minimum (och inte ett maximum
eller en sadelpunkt, till exempel). Villkoret for detta ar att Hessianen till ® &ar en positivt definit
matris vid e. I vart fall &r Hessianen precis 247 A och vi behover alltsa visa att

T AT Az > 0, for alla 2 # 0 i R™1 (11)

Vi noterar nu att vart tidigare antagande om att kolumnerna i A &ar linjart oberoende betyder
att Az # 0 nir & # 0. Diarmed foljer (11) fran det faktum att 7 AT Az = ||Az||3. Att ATA &r
positivt definit implicerar ocksa att AT A dr ickesingulir och att normalekvationerna (10) har en
16sning.

Minstakvadratproblem i MATLAB:

e c=polyfit(x,f,m) ger minstakvadratlosningen om m < n och vektorerna x och f har
langd n + 1.

e A\b ger minstakvadratlosningen om A dr en n X m-matris, b en n-vektor och m < n.

Se MATLABs help-kommando for mer info.

3 Interpolation med andra basfunktioner

Vi betraktar ett allménnare fall nir f (x) ar en linjarkombination av godtyckliga basfunktioner,
dvs nir den kan skrivas som

fla) =) extbi(a),
k=0

med nagra funktioner ¥y (z) och obekanta koefficienter ¢, € R, k = 0,...,m. I polynomfallet
anvinder vi till exempel ¢y (z) = 2¥. T allménhet kan man anviinda vilja andra funktioner som

liknar f, tex trigonometriska funktioner ¢y (z) = exp(ikx) om f &r periodisk. Interpolationsvil-
lkoren blir d&

Fag) =S eanley) = flz;), 5=0,..om. (12)
k=0
Liksom tidigare kan det skrivas som ett linjart ekvationsystem for ¢y,
Ac=f, (13)
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dar
f(0) Yo(zo) ¥i(zo) - Ym(wo)
c=|:1]  f= ], A= %(_9“1) 1/)1(_961) ¢m€l’1)

o faw) Vo) $1(@n) - Blon)

Vi antar att basfunktionerna ¢y (z) och noderna {z;} ar valda sa att kolumnerna i A &r linjért
oberoende. Néar n = m &r da A ickesingular och vi kan hitta ¢ som uppfyller (13) och alltsa ¢
som uppfyller (12). Nér antalet punkter &r storre dn antalet obekanta, dvs da n > m, kan vi
16sa systemet i minstakvadratmening som ovan, vilket ger det f som minimerar

n

> (flag) = flay)”.

i=0
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