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Absolutstabilitet

1 Introduktion

For att en numerisk ODE-metod ska vara anviandbar méste den vara konvergent, dvs den nu-
meriska 16sningen ska ndrma sig den exakta l6sningen nér steglingden gér mot noll. Det ar ett
ganska naturligt krav. Det betyder emellertid inte att metoden alltid fungerar bra for en fix
steglingd dven om denna &r ganska liten. Foljande enkla exempel visar att man i allménhet
ocksé maéste stilla krav pa steglingden for att metoden ska bli praktiskt anvdndbar.

Exempel: Vi vill 16sa ODEn

y =-25y,  y(0)=1,

med tva konvergenta metoder: framét och bakat Euler. Resultaten med steglingden h = 0.1 for
de bada metoderna ges i Figur 1. Overst visas bakat Euler. Den numeriska l6sningen (streck
markerat med cirklar) ar kvalitativt lik den exakta l6sningen (y(t) = exp(—25t), andra strecket).
For framat Euler, som visas nederst, blir den numeriska l6sningen dock helt fel. Vi har alltsa
tva konvergenta metoder som ger helt olika resultat nér vi anviander ett fixt h. Vi behdver ett
satt att skilja det “bra” beteendet for bakat Euler fran det “daliga” beteendet for framat Euler.
Déarfor introducerar vi begreppet absolutstabilitet.
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Figure 1. Steglangd h = 0.1.
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(Notera att resultaten ovan inte motsiger det faktum att metoderna &r konvergenta. Nar vi later
h bli mindre blir resultaten for bada metoderna lika den exakta losningen. Om vi till exempel
tar h = 0.01 far vi resultaten i Figur 2.)
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Figure 2. Steglangd h = 0.01.

2 Definition

Betrakta testproblemet

— )\

v=a AeC, ReA<O. (1)
y(0) =1,

Losningen y(t) = exp(At) — 0 nér ¢t — oo eftersom Re A < 0. Det minsta man kan begéra &r

att den numeriska l6sningen ska uppfora sig pa samma sétt. Vi definierar darfor:

Definition: En numerisk 16sning {u,} till (1) &r absolutstabil for ett fixt h om

lim u, = 0.
n—oo
Stabiliteten kommer att bero pa produkten hA och vi definierar ocksé ett stabilitetsomrade
for dessa tal:
Definition: Stabilitetsomridet A (“region of absolute stability”) for en numerisk metod ar de
komplexa tal hA for vilka den numeriska 16sningen av (1) &r absolutstabil.
Hér foljer tva exempel pa stabilitetsomraden.
Exempel 1: Framét Euler. Nar vi applicerar metoden pé (1) far vi

Upgl = Up + hAuy, ug = 1.
Efter omskrivning ger detta

U1 = (14+ "Ny = (1 + 2N up_g = -+ = (1 + hN)"lug = (1 + AT
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For att foljden {u,} ska gi mot noll méaste saledes hA uppfylla
|1+ hA| < 1. (2)

Omradet A ar darfor en cirkel i det komplexa talplanet med radie ett och centrum i —1; se Figur
3, vanster. Néar A ar reell reducerar (2) till uttrycket

—1<14+hA<l & h<2/A.
Exempel 2: Bakat Euler. Har har vi
Up41 = Up + h)\un-l—la up =1,

vilket leder till

_ 1 _ 1 _ 1 1
Un+1 = 1= h)\un = (1 — h)\)2un—1 =

1- h)\)n—i-luo 1 — ha)ntt

For bakat Euler maste darfor
|1 —hA| > 1,

for att foljden {u,} ska g& mot noll. Men eftersom realdelen av A &r negativ kommer detta
villkor alltid vara uppfyllt. Stabilitetsomradet A &r darfor hela vénstra halvan av det komplexa
talplanet; se Figur 3, hoger. (Ibland definierar man A dven for A med positiv realdel. For bakat
Euler blir da A hela komplexa talplanet forutom en cirkel med radien ett, centrerad i +1.)
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Figure 3. Stabilitetsomraden for framat och bakat Euler.

Denna analys forklarar det inledande exemplet. I det forsta fallet, dar A = 0.1, far vi att
hA = =25 ¢ A for framat Euler, varfor 16sningen véixer obegrénsat. I det andra fallet hade vi
h = 0.01 och hA = —0.25 € A. Losningen for framéat Euler &r da absolutstabil. Eftersom det
inte finns nagon stabilitsgrians for bakat Euler ger den metoden en stabil 16sning i bada fallen.

Stabilitetsomradena for framat och bakat Fuler ar typexempel pa stabilitetsomraden for
explicita respektive implicita metoder. Explicita metoder har ett begrénsat stabilitetsomrade

3(7)
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vilket betyder att det alltid finns en stabilitetsgréins for h; normalt maste h vara tillrackligt litet
for att metoden ska vara absolutstabil. Implicita metoder, & andra sidan, har vanligtvis ett
obegréinsat stabilitetsomrade och &r ofta absolutstabila for alla h. (Det finns dock exempel pa
implicita metoder med begrénsat stabilitetsomrade.)

3 Absolutstabilitet och storningar

Vid forsta anblicken kan absolutstabilitet tyckas ha begrédnsat intresse: Det handlar till synes
bara om nér 16sningen sjalv gar mot noll och stabilitetsomradet A &r definierat helt i termer av
det triviala testproblemet (1). Absolutstabilitet har dock en vidare tillimpning: For allménna
ODEer anvinds stabilitetsomradet for att beskriva ndr effekten av en liten storning i begynnelse-
data ug forsvinner i limes n — oo. Detta &r av stor vikt, eftersom alla numeriska berdkningar
ar behéaftade med sma fel. I praktiken ar absolutstabilitet ett krav for att metoden ska gé att
anvéinda.

Vi illustrerar detta med ett par exempel och visar villkoren for att effekten av en liten stérning
ska forsvinna nér n — oco. Dessa villkor ar skrivna i termer av stabilitesomradet .A.

Exempel 3: Linjar skaldar ODE med variabla koefficienter

{y' = a(t)y + b(t),

Amin < a(t) < Amax < 0.
y(0) = o,

I detta fall blir villkoret for att effekten av en liten storning ska férsvinna néar n — oo att

ha(t) € A, Vi,

(samt hamin, hamax € A).
Exempel 4: Linjart system
/: A
v yeR:, AeRW
y(0) = yo,

Villkoret har ar att

(hh\ €A k=1,....d,

dér A\ ar egenvirdena till A. Notera att \; i allménhet &r komplexa &ven om A &r reell. Detta
ar den viktigaste anledningen till att man definierar stabilitetsomréadet i komplexa talplanet och
inte nojer sig med bara reella .

Exempel 5: Allmén ODE

{y/:f(y)’ yeRY, f:RI R 3)

y(0) = yo,

For allménna olinjira ODEer som denna &r villkoret att

Myt e A, k=1,....d, Wt (4)

dar A\i(y) ar egenvérdena till jakobianen J(y) = %. Observera att (4) ska gélla for alla 16s-
ningsvirden y(t) som genomlops. Stabilitet beror darfor pa 16sningen sjilv.

4(7)
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Vi sdger att en numerisk ODE-metod dr absolutstabil for (3) om wvillkoret i (4) dr
uppfyllt.

For de enkla linjara fallen i Exempel 3 och 4 ovan forenklas (4) till de villkor vi ndmnt tidigare.
I det skaldra fallet i Exempel 1 dr J = f’ = a(t). I fallet med system, Exempel 2, ar J = A.

4 Hairledning av stabilitetsvillkoren (endast DN1242)

Vi illustrerar mekanismen for framat Fuler. Slutsatserna vi drar &r dock generella och géller
dven for mer sofistikerade metoder.

4.1 Linjar skalar ODE med variabla koefficienter

I detta fall har vi
y = a(t)y +b(t),

Amin < a(t) < amax < 0. (5)
y(0) = yo,

Notera att a(t) &r reell och strikt negativ. En ostord 16sning {u, } med framét Euler ges da av
Up+1 = Up, + hla(ty)un + b(ty)], Uy = Yo- (6)

Vi betraktar ocksa en 16sning {z,} for vilken begynnelsevirdet &r stort med ett litet tal o,
Zn+1 = zn + hla(ty)zn, + b(tn)], 20 = Yo + 0. (7)

Lat nu e, := z, — u, beskriva effekten av den lilla storningen. Subtraktion av (6) fran (7) ger
en iterationsformel for {e,},

ent1 = €n + ha(ty)en, ep = 0.

En omskrivning liknande den i Exempel 1 ovan ger

n

ent1 = [L+ ha(tn)len = [1+ ha(ty)][1 + ha(tn—1)len—1 = - =6 [ J[1 + ha(t)].
k=0

Om nu ha(t) € A for alla ¢, dvs om |1 4 ha(t)| < 1 for alla ¢, kommer varje faktor i produkten
vara mindre dn ett. Om dessutom hamin € A och hapayx € A géller att

|1+ ha(t)| <r <1, r =max (|1 + hamax|, |1 + hamin]) -

Det betyder att

n
|en+1|§5Hr:5r"+1—>0 nar n — oo.

5=0
Vi konstaterar att i detta fall ar alltsa

| ha(t) € A, V1, (8)

(samt hamin, hamax € A) tillrackligt for att effekten av en liten storning ska forsvinna nér n — oo.
Kommentarer:

e b(t) paverkar inte effekten av storningen.
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e Man kan ocksa gora en analys dar man har en storning i varje steg, dvs da den storda
16sningen {z,} istdllet for (7) ges av

Zn+1 = Zn + h[a(tn)zn + b(tn) + 571]7 Z0 = Yo + 507

for sma varden {6, }. Hérledningen blir d4 mer komplicerad och effekten av storningen gar
inte alltid mot noll, men under samma villkor som ovan pa ha(t) kan man visa att effekten
ar begréansad av storleken pa 6,

len| < C max|dy|.

4.2 Linjirt system av ODEer
Betrakta nu det linjara systemet
/ — A ,
v =y y eRY, A eRIxd 9)
y(O) = Yo,
P4 samma sdtt som i forra exemplet far vi
Upi1 = Wy + AU, uy = Yo,
Zpi1l = 2zp + hAz,, zZo=1Yy+ 90,

och med e, := z, — u,,
ent1 = e, + hAe,, ey = 0.

Antag att A ar en diagonaliserbar matris. D& kan den skrivas
A= SAS™!

dar A &ar en diagonalmatris med egenvirdena A, till A pa diagonalen, och kolumnerna i S
innehaller motsvarande egenvektorer v,

A1

Ao . |
A= . N S = V1 Vg -+ Vg

Gér nu ett variabelbyte och sitt g, :== S~ 'e,. Det ger

Gup1 =S 'ent1=5"e, + ST (SAS e, = q, + hAq,,.

Betrakta de enskilda komponenterna i q,, = (¢}, q2,. .. 7qg)T. Eftersom A &r diagonal kopplas

ekvationerna isar och vi far
k k k
Int1 = Gn + ALy, k=1,...,d.

Men detta &r precis samma form som framéat Euler applicerat pa testproblemet (Exempel 1 ovan)
och vi vet att g¥ — 0 niir kA, € A. Vi far alltsa att hela vektorn

q,—0 omh e Afor k=1,...,d.

Eftersom e, = Sq,, gar naturligtvis &ven e,, mot noll néar g,, gar mot noll och vi konstaterar att
i detta fall &r

e A, k=1,....d, (10)

tillrackligt for att effekten av en liten storning ska forsvinna nér n — oo.

6 (7)
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4.3 Allmian ODE

Vi avslutar med det allménna fallet,
r_
Yy _-f(y)7 ’yGRd, f:Rd_)Rd.
y(0) = yo,

For olinjara ODEer som denna ar det svart att ge rigorosa villkor som leder till att effekten av
en liten stérning forsvinner i limes n — oco. Genom att anta att storningen hela tiden &r liten
kan man dock ge en tumregel som fungerar mycket bra i praktiken. Den kan hérledas informellt
pa foljande vis. Som tidigare far vi

Upt1 = Up + h.f(un)7 Uo = Yo,
Zn+l = Zn + h.f(zn)7 Z0 = Yo + 67

och med e, := z, — u,,
ent1 = en + hf(un) — f(zn), e =34.
For sméa viarden pa e, har vi att
ent1 ~ e, + hJ(uy)en, ey = 0.

dar J(y) ar jakobianen till f. For ett fixt n dr detta pa samma form som i Exempel 4. Villkor
(10) ska da gélla. Pa samma sétt som i Exempel 3 maste det vidare gélla uniformt for alla n.
Slutgiltiga villkoret blir darfor

Mly@®) e A, k=1,....d, V.
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