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Laboration 1

Ekvationslosning

Sista dag for bonuspoding, se kursplanen. Kom vdl forberedd och med vilordnade papper till
redovisningen. Numeriska resultat ska finnas noterade. Bdada i laborationsgruppen ska kunna
redogdra for teori och algoritmer!

1. MATLAB-repetition

Repetera dina MATLAB-kunskaper fran tidigare, tex. labbarna 6 och 7 i DD1345. Arbeta
ocksa/alternativt girna igenom sa manga som méjligt av uppgifterna i MO-hiftet, i forsta hand
no 1-5, 10-12 och 14. Héftet "MATLAB 7 ¢ korthet" ger en stegvis introduktion till MATLAB som
kan vara anviandbar. Flitigt utnyttjande av MATLABs help-kommando rekommenderas ocksa.
MATLAB-uppgifterna behover inte redovisas.

MATLAB kommer vara vart verktyg under hela kursen sa ni kan spara mycket tid vid de framtida
laborationerna genom att gora denna repetition ordentligt.
2. Olinjar skalir ekvation

Man vill bestdmma samtliga rotter till foljande skalédra ekvation,
x —4sin (2z) -3 =0.

Noggrannheten skall vara minst tio korrekta siffror.!

a) Rita grafen for f(z) = 2 —4sin (2z) — 3 (med MATLAB). Samtliga nollstéllen till f(z) skall
vara med. Hur manga rotter finns det?

b) Skriv ett program i MATLAB som berdknar rétterna med fixpunktsiterationen

) 3
T = —sin(2z —Ty — —.
n+1 ( n) + 4 n 4
Anvénd ett avbrottsvillkor for iterationen som ger tio siffrors noggrannhet. Undersok empiriskt

vilka av rotterna som kan bestammas med denna metod. Forklara resultatet teoretiskt.

c) Skriv ett program i MATLAB som berdknar rotterna med Newtons metod och tio siffrors
noggrannhet. En tumregel for Newton ar att antalet korrekta siffror dubblas i varje iteration.
Stammer det?

I siffrors noggrannhet ar ekvivalent med att relativfelet #r mindre &n % -107".
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d) Du ska nu jamfora konvergensen for de tva metoderna. Vélj en rot dir bagge metoderna
fungerar. Anvind samma startgissning. Plotta felet e, = |z, — x| efter iteration n som funktion
av n for bada metoderna i samma figur. Anvind semilogy-plot for att fa logskala pa y-axeln.
(For att berdkna felet, gor forst en mycket noggrann (15 korrekta siffror) referenslosning med
Newtons metod.) Fran figuren bor du kunna se tydligt hur mycket snabbare Newton konvergerar
dn fixpunktiterationer.

Ett annat sétt att kvantifiera hur snabbt metoden konvergerar ar konvergensordningen. Den
beskriver hur mycket mindre felet e,41 ar jamfort med e,,. Mer precist 4r konvergensordningen
det storsta viirde p s& att e, 1/eh, konvergerar mot ett nollskilt tal. (Se sid 23 i Bradie.) Plotta
darfor e, +1/€n, ent1/ e% och e, 41/ ef’z som funktion av n fér de bada metoderna och avgor baserat
pa detta om metodernas konvergensordning &r linjar, kvadratisk eller kubisk.

3. Stora matriser

I méanga realistiska tillampningar méste man l6sa stora linjara ekva-
tionsystem, med tusentals obekanta. Det &r i dessa fall som effektiva
algoritmer blir viktiga att anvinda.

Som exempel ska ni hir rikna pé ett komplicerat fackverk: en mod-
ell av Eiffeltornet. Ett fackverk bestar av stédnger forenade genom
leder i ett antal noder. Ni ska berékna deformationen av fackverket
nir noderna belastas av yttre krafter. Ekvationerna for deforma-
tionen hérleds i hallfastlaran, och baseras pa att forskjutningarna
i varje nod ar smé, och att Hookes lag géller for férlangningen av
varje stang.

I slutédndan far man ett linjart ekvationssystem pa formen Ax = b.
Nar antalet noder i fackverket ar N kommer antalet obekanta vara
2N och A € R2VX2N " Matrisen A brukar kallas styvhetsmatrisen.
Hogerledet b innehaller de givna yttre krafterna som verkar pa
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Modellen i eiffel2.mat,

med 399 noder (798
obekanta).

_ x Y x Y €z Yy T 2N
b—<F1,F1,F2,F2,...,FN,FN), be R,

dér Fj = (F}, F ]?_J)T ar kraften i nod j. Losningen « innehéaller de resulterande (obekanta)
forskjutningarna,

T 2N
:1::<Am1,Ay1,A$2,Ay2,...,AxN,AyN) ) x € R,

Hér &r alltsa (Axj, ij)T forskjutningen av nod j nér fackverket belastas med krafterna i b.

Pa kurshemsidan finns filerna eiffell.mat, eiffel2.mat, eiffel3.mat och eiffel4d.mat.
De innehaller fyra olika modeller av Eiffeltornet med véixande detaljrikedom (N = 261, 399, 561,
1592). Varje modell bestar av nodkoordinater i vektorerna xnod, ynod, stingindex i matrisen
bars (anvinds bara for plottningen) och styvhetsmatrisen A.

a) Laddain en av modellerna i MATLAB med kommandot load. Hamta funktionsfilen trussplot.m
fran kurshemsidan och anropa den med trussplot (xnod,ynod,bars). for att plotta tornet. Vilj
nu en av noderna och belasta den med en kraft rakt hogerut med beloppet ett. (S&tt Fy=1 for

2(5)
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nagot j, och resten av elementen i b lika med noll, dvs i MATLAB tex: j=58; b=zeros(2*N,1);
b(j*2-1)=1;) Los systemet Az = b med backslash for att fa fram forskjutningarna i alla punkter.
Berédkna de nya koordinaterna fér det belastade tornet, x']?el = x; + Axj, ete.:

xbel = xnod + x(1:2:end); ybel = ynod + x(2:2:end);

Plotta det belastade tornet. Anvind hold on for att plotta de tva tornen ovanpé varandra i
samma figur. Markera vilken nod ni valt.

b) Backslash-kommandot i MATLAB anvénder normalt vanlig gausseliminering for att 16sa ekva-
tionsystemet. Undersok hur tidsatgangen for gausseliminering beror pa systemmatrisens storlek
genom att l0sa ekvationsystemet Ax = b med ett godtyckligt valt hogerled b fér var och en av
de fyra modellerna. Anvind MATLAB-kommandot cputime. (help cputime ger mer info.) For
att fa bra noggrannhet i méitningen av CPU-tiden (speciellt om den &r kort) bér man upprepa
berdkningarna nagra ganger och ta medelvardet. Plotta tidsatgangen mot antal obekanta N i
en loglog-plot. Hur ska tidsatgangen bero pa N enligt teorin? Stdmmer det?

c) Ni ska ridkna ut i vilka noder fackverket dr mest respektive minst kénslig fér horisontell
belastning. Borja med den minsta modellen, eiffell.mat. Tag en nod i taget. Belasta den
med samma kraft som i a) ovan och rdkna ut resulterande forskjutningar . Notera storleken
pa forskjutningen, dvs ||x||. Fortsitt med nésta nod, etc. Systematisera berikningarna med en
for-slinga i ert MATLAB-program och spara storleken pa forskjutningen for varje nod. Ta sedan
reda pa vilken som nod ger storst respektive minst forskjutning. Plotta tornet med trussplot
och markera dessa mest och minst kénsliga noder i figuren.

Nikommer att behova l6sa samma stora linjéra ekvationssystem med méanga olika hogerled (IV
stycken). Nér matrisen dr stor, vilket dr fallet for de storre modellerna, blir detta mycket tidskra-
vande. Optimera programmet genom att anvinda LU-faktorisering av A (MATLAB-kommandot
lu). Uppskatta tidsvinsten av detta. Kan ni kora &ven de stérre modellerna?

d) Nér en matris ar gles kan betydligt effektivare metoder &n vanlig gausseliminering anvindas
for att losa ekvationsystemet. Anvénd spy(A) for att studera styvhetsmatrisens struktur. Vad
kan man sidga om den?

Genom att tala om for MATLAB att matrisen ar gles kommer béttre metoder automatiskt
anvindas nér backslash anropas. Detta kan ni enkelt géra hér genom att skriva A=sparse(A). Ga
igenom berdkningarna i c) igen. Hur stor tidsvinst gér man i detta fall genom att lata MATLAB
anvinda metoder for glesa matriser? Prova med och utan LU-faktorisering.

4. Egenvirden

Forskjutningen i forra uppgiften beskrev jamviktsldget ndr noderna utsattes for yttre krafter.
Allmént kommer kraften pa varje nod vid férskjutningen @ ges av F',og = —Ax. I det dynamiska
(tidsberoende) fallet foljer = x(t) Newtons andra lag, vilken dérfor blir

d*x d’x

Fnod:mW = mm—i—Aa}:O,

dér m ar en effektiv massa for noderna (en liten forenkling av verkligheten).
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a) Antag att m = 1. Visa (med papper och penna) att om A\, y &r ett egenvirde respektive en

egenvektor till A, s& ar
x(t) = sin <t\/X> Y,

en 16sning till differentialekvationen.

Egenmoderna till A beskriver alltsd de mdjliga svingningarna i fackverket. Egenvirdet A motsvarar
svingningens frekvens (i kvadrat) och egenvektorn y dess amplitud i varje nod. Den allménna 16sningen
till differentialekvationen &r en superposition av alla mojliga sddana svingningar:

x(t) = % [ak sin (t\/)\—k) + B cos (tm)} Yk,
k=1

dér A\g,y, ar egenviirdena/vektorerna till A och ay, Ok &r konstanter som bestams av begynnelsedata.

b) Viélj en av de mindre modellerna och anvind MATLAB-kommandot eig for att berékna de
fyra lagsta svingningsmoderna, dvs de fyra minsta egenvirdena och motsvarande egenvektorer.
(eig returnerar inte egenvirdena i storleksordning. Anvéind déarfor sort-kommandot pa lampligt
satt for att fa fram dem i rdtt ordning.) Plotta tornet nédr noderna ér forskjutna med full amplitud
och ange frekvensen for var och en av dessa moder. Om inte férskjutningen syns bra, prova att
gora egenvektorn ldngre genom att multiplicera den med ett tal storre an ett.

Testa att animera svingningsmoderna med scriptet trussanim.m, som finns pa kurshemsidan.
Prova gérna fler moder.

c) (Ej obligatorisk uppgift.) Berdkna det minsta egenvirdet och motsvarande egenvektor med
hjalp av inversa potensmetoden (kap 4.2 i Bradie, anvind ¢ = 0). Hur méanga iterationer behovs
for att fa fyra korrekta siffror? Genom att anvénda LU-faktorisering och metoder for glesa
matriser pa samma sitt som i férra uppgiften kan man optimera metoden. Kan ni rdkna ut
det minsta egenvérdet/vektorn dven till den storsta modellen? Skiljer sig dess svingningsmod
mycket fran den minsta modellen?

5. Ett olinjart ekvationssystem: Vikter pa en lina

Tva kulor &r fistade pa ett snére som hénger mellan tva punkter, A och B. Linjen AB mellan
punkterna &r horisontell och avstandet mellan punkterna dr a. Kulornas massa dr mj resp ms.
Kulorna delar upp snoret i tre delar med ldngderna L, Ly och Ls. Uppgiften &r att rdkna ut
vilka vinklar de tre snorena bildar med horisontalplanet samt att rita upp snorets form i en graf.

A a B

Beteckna de tre sokta vinklarna uq, ug och us. De uppfyller villkoret 7/2 > uy > ug >
ug > —m/2 (se figuren). Observera att vridning i motsols riktning ger en positiv vinkel. Rent

4 (5)
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geometriskt géller de tva sambanden:
Licosuy + Lycosug + Lycosusg = a, Lysinuy + Losinug + Lysinug = 0
Dessutom géller vid jamvikt foljande samband:
matanu; — (mq + mg) tan ug + my tanug = 0

De tre sambanden utgor tillsammans ett icke-linjdrt ekvationssystem for de tre vinklarna wy, us
och us. Los detta ekvationssystem med Newtons metod for foljande virden pa parametrarna
a=2,L1 =1, Ly =1 samt L3, mj, ms enligt tabellen

L3 mq mo
1 1 1
1 1 2
2 1 1
1 | 10 1

For varje parameteruppsittning skall, forutom svaret i radianer och grader samt grafen,
startgissning och mellanresultat som visar konvergensordningen redovisas.

DN1240, Numeriska metoder gk II

Laboration 1 redovisad och godkind! Datum: ........ccoovveeeenen
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