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Laboration 2

Interpolation, integration och differentialekvationer

Sista dag for bonuspoding, se kursplanen. Kom vdl forberedd och med vilordnade papper till
redovisningen. Numeriska resultat ska finnas noterade. Bdada i laborationsgruppen ska kunna
redogdra for teori och algoritmer!

1. Interpolation och minstakvadratanpassning

I almanackan kan man hitta tider for solens upp- och nedgang fér nagra orter i Sverige. Tabellen
nedan &ar utrdknad ur almanackan och anger dagens ldngd i Stockholm den forsta dagen i varje
ménad under sommarhalvaret (tiden &r angiven decimalt):

Maéanad: laprii 1maj 1ljuni 1juli 1aug 1sep
Dagnr : 91 121 152 182 213 244
Solen uppe:  13.18  15.78 17.97 18.38 15.53 14.07

a) Interpolera punkterna med ett femtegradspolynom. Rita de sex givna punkterna och poly-
nomkurvan med fin diskretisering (dagligen fran dag 91 till dag 244). Hur ldnge &r solen uppe
pa nationaldagen den 6 juni? Hur ldnge &r den uppe 15 augusti?

b)  Anpassa ett andragradspolynom i minstakvadratmening till den givna datan. Plotta pa
samma sitt som ovan och ange soltiden 6 juni och 15 augusti enligt denna modell?

c) Tabellen kompletteras med vinterhalvarets vérden:

Manad: ljan 1feb 1 mars 1okt 1nov 1dec
Dagnr : 1 32 60 274 305 335
Solen uppe:  6.13  8.02 10.42 1143 8.73 6.55
Anvind det trigonometriska uttryck ¢y +c2 coswt+e3 sinwt déar w = 27/365, som modellfunktion.
Varfor bor detta kunna ge god anpassning? Rita resultatet i en tvarutors subplot med de tolv
punkterna och kurvresultatet (dagligen fran dag 1 till dag 365) i forsta rutan. I andra rutan ritas
residualvektorns tolv komponenter mot de tolv givna dagnumren. Berdkna felkvadratsumman
samt nationaldagens soltid enligt denna modell.
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2. Numerisk integration

Konturen for en rotationssymmetrisk lur definieras av funktionskurvan
y(z) = e "3/(2 — cosmz), 0<az<L.

Luren uppstéar genom att kurvan roteras kring x-axeln och rotationsvolymen &ar

L
V:T('/ y?de.
0

Vi 6nskar berdkna volymen for en lur med langden L = 2.6.

a) Implementera de sammansatta versionerna av trapetsregeln och Simpsons formel. Berdkna
integralen med steglingderna h = 0.1 och h = 0.05. Hur manga siffror verkar tillforlitliga i
resultaten for de tva metoderna?

b) Undersok hur approximationsfelet Ej for metoderna beror pa steglingden h. (Notera att
antal punkter méaste vara udda i Simpson-fallet.) Plotta E} som funktion av h och uppskatta
fran dem metodernas noggrannhetsordning. Jamfor resultatet med de teoretiska noggrannhet-
sordningarna. Anvind MATLABs kommando loglog for plottarna, gérna tillsammans med grid-
kommandot. (For att berdkna felet kan ni forst gora en mycket noggrann referenslésning med
Simpsons metod, pa liknande sitt som i Lab 1.)

Prova ocksa att uppskatta noggrannhetsordningen genom att for sméa h studera kvoten

In — I )2
Injo — Iy’

dar I, ar integralapproximationen med steglangd h. Se sid 471-472 i Bradie.

c) Los integralen med MATLAB-kommandot quad som anvénder en adaptiv version av Simpson.
(Gor help quad for mer info.) Prova med olika toleranser. Hur liten behovs for att fa samma
noggrannhet som din Simpson-implementation med 1000 punkter? Hur manga funktionseval-
ueringar gor quad da? (Detta ges av andra returargumentet.)

En fin tredimensionell lurbild gér man sd hér: Lat x och £ vara kolumnvektorer for konturkurvan
y(z). Skapa en radvektor for rotationsvinkeln 0 < <27 med lagom steg, tex 27w /30. Bilda matriser X, Y
och Z:

X=x*ones(size(fi)); Y=f*cos(fi); Z=f*sin(fi);
Skriv mesh(X,Y,Z) som ger en nétfigur eller vilj surf(X,Y,Z) eller surfl(X,Y,Z) som ger en fylld
3D-figur (gor girna help surfl). Testa andra mojligheter: axis equal, axis off, shading interp,
etc.
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3. Olinjirt begynnelseviardesproblem

Givet ar den ordinara differentialekvationen
Y+ my et/ (2y sinwx + my cos mx) = y/9, y(0) =1, 4/ (0) = —1/3.

a) Infor nya variabler u; = y och ug = 3’ s att differentialekvationen kan skrivas om som ett
system av tva forsta ordningens ekvationer. Utnyttja MATLABs ode45 for numerisk 16sning fram
till # = 2.6. Anvind en relativ tolerans pa 1076, Rita upp lésningskurvan och jaimfér den med
lurkonturen i uppgift 2.

b)  Om man utdver u; och ug infér uz med egenskapen dus/dr = 7y? = 7u?, med uz(0) = 0,
sa far systemet tre forsta ordningens differentialekvationer. Vilken inneboérd har den nytillkomna
ekvationen? Los med ode45 med toleransen ovan och skriv ut det numeriska vardet av us vid
x = 2.6. Verkar det bekant? Forklara den geometriska innebdrden av resultatet.

MATLABS ode45 har standardtoleransen reltol = 1072 som anvinds om man inte tar med
toleransparametern i funktionsanropet. Prova detta och skriv ut véardet av ug vid x = 2.6. Vad
ar din kommentar till resultatet?

4. Randvardesproblem

Foljande differentialekvationsproblem beskriver temperaturférdelningen 7'(x) i en cylindrisk stav
av langden L och med tvérsnittsarean A.

d dr
Y Rl R T(0) =ty, T(L)=t. 1
& (v)—ew.  TO=t T =n (1)
Vénster och hoger dndpunkt pa staven har den konstanta temperaturen tg resp t;. Konstanten
k ar stavens viarmeledningsforméaga och Q(x) &r den virmeméngd som per tidsenhet och volym-
senhet genereras i staven, tex genom radioaktivitet. Antag att L =2 [m], k = 2.5 [J/(K -m - ],
to = 300 [K], t; = 400 [K] och Q(z) [J/(s - m?)] &r funktionen

2

2
Q(z) = 300e(*=%)" 4+ 3000e71000(==%)" g <z <L

Differentialekvation och randvillkor (1) kan 16sas numeriskt med hjélp av finita differensmetoden.
Om vi diskretiserar intervallet [0, L] enligt x; = ih, i =0,1,2,...,n,n+ 1, diar h(n+1) = L och
approximerar andraderivatan med centraldifferens erhalles

Z 1_‘_]712Z = :EQ(x2)7 i:1727"'an'

Tillsammans med randvillkoren Ty = tg och 1,11 = t; leder diskretiseringen till ett linjart

ekvationssystem
AT = b,

dir A dr en n X n-matris, T' ar en n-vektor med temperaturvirden i det inre av intervallet och
b &r en n-vektor som beror av bla randvérdena to och ¢; samt Q(z;)-virdena.

a) Skriv ner matrisen A for n = 4 med papper och penna. Vilken struktur har matrisen A 7

3(4)
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b) Skriv ett MATLAB-program som loser randvirdesproblemet for en given storlek n. Matrisen
A kommer endast att ha ett fatal nollskilda element. Matrisen skapar du tex med hjilp av
MATLABs kommando diag(v), som genererar en diagonalmatris med vektorn v pa diagonalen,
samt generaliseringen diag(v,p) som genererar en matris med vektor v pa diagonal nummer p,
dér p kan vara bade positiv och negativ. Verifiera att matrisen stdmmer 6verens med resultatet
i uppgift a) for n = 4.

c) Rékna ut temperaturen T' genom att losa det linjara ekvationssystemet AT = b med back-
slash, \. Prova forst med n = 10 delintervall. Fordubbla successivt upp till n = 80 (eventuellt
langre). Plotta de erhéllna resultaten i samma figur. Losningen 7" kommer att innehélla tem-
peraturen i alla punkter x; utom i randpunkterna. Du ska plotta temperaturen som funktion av
x pa hela intervallet 0 < z < L.

Hur stor dr den minimala och maximala temperaturen, samt medeltemperaturen? Uppskatta
tillférlitligheten hos véardena.

2D1240, Numeriska metoder gk II

Laboration 2 redovisad och godkind! Datum: ........ccoovveeeene
NAMNIN v Godkand av .......ccceeeeiiiiiiiiiinn,
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