
Laboration 2: Numerisk Integration, Polynominterpolation,
Minstakvadratmetoden

1 Mål av denna laboration

Lab 2är ẗankt som en f̈orberedelse inf̈or förel̈asningen 5 och 6 och handlar om numerisk integra-
tion, polynominterpolation och minstakvadratmetoden.

Polynominterpolation: Vi kommer att titta p̊a interpolation av funktioner med olika polynom
samt studera Runges fenomen.

Minstakvadratmetoden: Vi kommer att unders̈oka hur en funktion kan anpassas till givna data.

Numerisk integration: Vi kommer att testa trapets- och simpsons regel som används f̈or att
approximera en intergral. Vi ska studera hur man kan bestämma noggrannhetsordningen av
en gr̈ansv̈ardesprocess och hur adaptivitet kan hjälpa oss att integrera noggrannare.

2 Polynominterpolation

MATLAB -filer: Polynominterpolation.m, Rungesfenomen.m

2.1 Kort introduktion

I detta avsnitt l̈ar vi oss hur man kan finna en funktionF (x) som passerar genom n-givna punkter
(xi, yi), i = 1, 2, .., n dvs finnaF (x) så attF (xi) = yi. F (x) kallas interpolant.
Vi fokuserar oss p̊a polynom som interpolationsfunktioner

F (x) ∈ {
n−1∑
j=0

ajx
j |aj ∈ R}

2.2 Interpolation

1. I Polynominterpolation.mhar vi nio givna temperaturvärden f̈or olika tidpunkter under ett
dygn. Kör programmet. I f̈orsta plotten interpolerar vi de nio givna mätvärdena med ett
polynom av grad 8,F (x) =

∑8
j=0 cjx

j . Hur får vi matrisen A som kallas Vandermonde-
matris i detta fall?
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2. Styckvis linj̈ar interpolation
I andra delen avPolynominterpolation.minterpolerar vi m̈atvärdena styckvis linj̈art. I sty-
ckvis linjär interpolation kr̈aver man attF (x) ska vara linj̈ar över varje delintervall:

F (x) = ai + bix ai, bi ∈ R, x ∈ [xi, xi+1]

F (xi) = yi, F (xi+1) = yi+1

Vad ber̈aknas i for-loopen som tillḧor denna figur? Beskriv varje rad med en kort kommen-
tar.

3. Sista plotten erḧolls med de inbyggda MATLAB funktionernapolyfit och polyval. Hur
anv̈ander man dem för att interpolera de 9 givna m̈atvärdena med ett polynom av grad 8?
Jamf̈or p ochcoeff i programmet.

4. Besẗam andragradspolynomet genom punkterna (9, -8), (10, 1) och (11, 12).

2.3 Runges fenomen

I Rungesfenomen.mvill man interpoleraf = ex/(1+ 9x2) i vissa punkter. Man v̈aljer en interpo-
lation med 7 resp 13 ekvidistanta punkter. Vad uppstår i bägge fallen?
Dessa sv̈angningar vid randen kallas Runges fenomen och visar upp en varning att interpolation
av ḧog grad med ekvidistanta delintervaller inte alltidär optimal. Man kan minska felet genom att
fördela m̈atpunkterna p̊a ett b̈attre s̈att. Ändra i programmet m̈atpunkterna i x till

xi = cos(
n− i

n− 1
π), i = 1, · · · , 13 n = 13

3 Minstakvadratmetoden

MATLAB -filer: Minstrakvadratmetoden.m

3.1 Kort introduktion

I detta avsnitt l̈ar vi oss att hitta en god approximationF (x) till givna punkter(xi, yi), i =
1, · · · , n när ett linj̈art ekvationssystemAx = b som beskriverF (x) är överbesẗamd. Det vill s̈aga
att förAx = b medA en (mxn)-matris ochb en vektor medn element g̈allern < m.
För att minimera felet l̈oser manATAx = AT b (minstakvadratmetoden). MATLAB ber̈aknar
minstakvadratl̈osningen med v̈ansterdivisionen,x = A\b.

3.2 Exempel

1. Givetär följande upps̈attning punkter:

x 2 4 7 9
y 3 6 7 10

I Minstrakvadratmetoden.mbesẗams den r̈ata linjeny = a+ bx som i minstrakvadratmeto-
dens mening b̈ast approximerar m̈atvärdena. Vilka v̈arde ber̈aknas f̈or a ochb?
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Figure 1: Approximation av en funktion med styckvis linjära funktioner

2. Besẗam minstakvadratlösningen till deẗoverbesẗamda ekvationssystemet.

x+ y = 1

2x+ y = 3

x+ 2y = 2

2x− y = 2

4 Numerisk integration

MATLAB -filer: Trapetsregel.m, f62a.m, Simpsonsregel.m, peakfkt.m, WithoutAdaptivity.m, With-
Adaptivity.m, NoggrannhetTrapets.m, NoggrannhetSimpson.m

4.1 Kort introduktion

I detta avsnitt l̈ar vi oss hur man kan använda olika numeriska metoder för att approximera ett
integralv̈arde,A =

∫ b

a
f(x)dx.

Idén vid numerisk integrering̈ar att intervallet[a, b] delas in i delintervall och p̊a varje s̊adant
delintervall[xi, xi+1] approximeras integranden med en enklare funktion som kan integreras exakt.
Integralens v̈arde kan t.ex. approximeras med summan av paralleltrapetsareor som visas iFigur 1.
Detta motsvarar exakt integration av en styckvis linjär approximation av f.

4.2 Trapetsregeln

1. Trapetsregel.mvisar hur f̈oljande integralv̈arde ber̈aknas med trapetsregeln.

∫ 3

0

ex

1 + 2x3
dx

I trapetsregeln approximeras integralen på ett delintervall[xi, xi+1] med trapetsregeln

Ai = (xi+1 − xi) ·
(f(xi) + f(xi+1))

2

Väljer man ekvidistanta delintervaller dvs(xi+1 − xi) = h och summerar upp alla så blir
det approximerade interalvärdetA(h) = h · (

∑n+1
i=1 f(xi)−

f(x1)+f(xn+1)
2 ).

Ladda nerf62a.moch k̈or Trapetsregel.m. Hur kan approximationen förbättras?
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2. Lös med samma program
∫ 1

0

4

1 + x2
dx

Den exakta l̈osningen till denna integralärπ.

4.3 Simpsons regel

I trapetsregeln approximerades integranden med styckvis linjära funktioner. Simpsons regel använder
polynom av grad tv̊a p̊a varje delintervall. Detta innebär att vi beḧover tre sẗodpunkter. Om man
integrerar polynomet fås f̈oljande approximation för varje delintervall:

Ai(h) =
h

6
(f(xi) + 4f(

xi + xi+1

2
) + f(xi+1))

som summeras ihop för att erh̊alla integralen.
Kör Simpsonsregel.moch jamf̈or med trapetsregeln. Vad händer i andra for-loopen?

4.4 Noggrannhetsordning och trunkeringsfel

Trunkeringsfelete(h) är felet n̈ar en gr̈ansv̈ardeprocessA(h) konvergerar mot en storlekA men
avbryts.

e(h) = A(h)−A

Om trunkeringsfelet av en metod som motsvarar en gränv̈ardeprocess kan skattas med

e(h) = c1h
p + c2h

q + c3h
r + ... p < q < r

så definerasp som noggrannhetsordning av metoden och vi uppskattare(h) ∼ c1 · h
p.

KörNoggrannhetTrapets.mochNoggrannhetSimpson.msom visar noggrannhetsordning av trapets-
respektiv simpsons regel. Integralapproximeringenär ber̈aknad med olika steglängder h och dif-
feranser mellan tv̊a trunkeringsfel̈ar plottad med loglog-funktionen.
Varför anv̈ander man loglog-funktionen? Vilken noggranngetsordning har trapets-respektiv simp-
sons regel?

4.5 Adaptivitet

Vi vill ber äkna
∫ 10

−10
0.51 + 25 · e−81(11x+45)2dx.

Integranden finns implementerad ipeakfkt.m.

1. Ber̈akna integralv̈ardet med hj̈alp avWithoutAdaptivity.m. Använd 100 delvinterall. Vad har
gått fel? Hur kan man lösa problemet?

2. Kör nuWithAdaptivity.m. Vilket värde f̊ar man nu? Vad behövdeåtg̈ardas?

3. Vilket värde f̊ar du med MATLAB s inbyggda funktionquad? För att f̊a hj̈alp kör help quad
i M ATLAB s terminalf̈onster.
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