Laboration 2: Numerisk Integration, Polynominterpolation,
Minstakvadratmetoden

1 Mal av denna laboration

Lab 2ar tankt som endrberedelse irdr forelasningen 5 och 6 och handlar om numerisk integra-
tion, polynominterpolation och minstakvadratmetoden.

Polynominterpolation: Vi kommer att titta @& interpolation av funktioner med olika polynom
samt studera Runges fenomen.

Minstakvadratmetoden: Vi kommer att underdka hur en funktion kan anpassas till givha data.

Numerisk integration: Vi kommer att testa trapets- och simpsons regel sonaray br att
approximera en intergral. Vi ska studera hur man kandmesta noggrannhetsordningen av
en gans\ardesprocess och hur adaptivitet kaalp@ oss att integrera noggrannare.

2 Polynominterpolation

MATLAB -filer: Polynominterpolation.irRungesfenomen.m

2.1 Kort introduktion

| detta avsnittdr vi oss hur man kan finna en funktiéf(x) som passerar genom n-givna punkter
(wi,9i),1 = 1,2, ..,n dvs finnaF (z) s attF(z;) = y;. F(x) kallas interpolant.
Vi fokuserar oss @ polynom som interpolationsfunktioner

n—1
F(z) e {Z a;z’|a; € R}
j=0

2.2 Interpolation

1. | Polynominterpolation.nmar vi nio givna temperatuérden or olika tidpunkter under ett
dygn. Kor programmet. |drsta plotten interpolerar vi de nio givhaatwardena med ett
polynom av grad 8F (x) = Z?:o cjz?. Hur far vi matrisen A som kallas Vandermonde-
matris i detta fall?



2. Styckvis linpr interpolation
| andra delen awolynominterpolation.nmterpolerar vi natvardena styckvis lirgrt. | sty-
ckvis linjar interpolation kiver man at#'(x) ska vara linjr dver varje delintervall:

F(z)=a;+bx aj,b; e R, x € [x;,x11]
F(z;)) =yi, F(®it1) =yin

Vad beiknas i for-loopen som tillhr denna figur? Beskriv varje rad med en kort kommen-
tar.

3. Sista plotten eidlls med de inbyggda MrLAB funktionernapolyfit och polyval Hur
anvander man demdf att interpolera de 9 givna d@vardena med ett polynom av grad 87?
Jam®br p ochcoeffi programmet.

4. Besém andragradspolynomet genom punkterna (9, -8), (10, 1) oci2)1

2.3 Runges fenomen

| Rungesfenomen.vill man interpoleraf = /(1 + 922) i vissa punkter. Manajer en interpo-
lation med 7 resp 13 ekvidistanta punkter. Vad uppsbagge fallen?

Dessa s@ingningar vid randen kallas Runges fenomen och visar upp en varhimgegpolation
av hog grad med ekvidistanta delintervaller inte alkidoptimal. Man kan minska felet genom att
fordela natpunkterna f ett kiattre itt. Andra i programmet i@tpunkterna i x till

n—1

x; = cos( 171'), i=1,---,13 n=13

n —

3 Minstakvadratmetoden

MATLAB -filer: Minstrakvadratmetoden.m

3.1 Kort introduktion

| detta avsnitt&r vi oss att hitta en god approximatidf(x) till givha punkter(x;,v;), i =
1,---,n nar ett linjart ekvationssystemx = b som beskrivel'(x) aroverbesamd. Det vill $iga
att for Ax = b med A en (nan)-matris ochb en vektor mech element @llern < m.

For att minimera feletdser manA” Az = ATb (minstakvadratmetoden). MLAB befaknar
minstakvadratisningen medansterdivisioneny = A\b.

3.2 Exempel

1. Givetar foljande uppattning punkter:

x[2[4]7]9
y|3[6]7]10

| Minstrakvadratmetoden.imesims dendta linjeny = a + bz som i minstrakvadratmeto-
dens mening &st approximerar atvardena. Vilka arde beaknas ér a ochb?



s 2 25 3

Figure 1: Approximation av en funktion med styckvis &g funktioner

2. Besém minstakvadratisningen till debverbeshimda ekvationssystemet.

z+y=1
20+y=3
r+2y=2
20 —y =2

4 Numerisk integration

MATLAB -filer: Trapetsregel.m, f62a.m, Simpsonsregel.m, peakfkt.m, WithoutAdaptivity.m, With
Adaptivity.m, NoggrannhetTrapets.m, NoggrannhetSimpson.m

4.1 Kortintroduktion

| detta avsnittdr vi oss hur man kan aéwda olika numeriska metodeirfatt approximera ett
integraharde, A = ff f(z)dz.

Idén vid numerisk integreringr att intervallet(a, b] delas in i delintervall och @ varje §dant
delintervallz;, ;1] approximeras integranden med en enklare funktion som kan integress ex
Integralens &rde kan t.ex. approximeras med summan av paralleltrapetsareor somRigasli.
Detta motsvarar exakt integration av en styckvisdirapproximation av f.

4.2 Trapetsregeln

1. Trapetsregel.nvisar hur Hljande integralarde beknas med trapetsregein.

3 T
/ ¢ dx
0 1 + 21’3

| trapetsregeln approximeras integraléngtt delintervallz;, z; 1] med trapetsregeln

(f (xi) + f(@it1))
2

A = (w1 — 33) -

Valjer man ekvidistanta delintervaller dys; .1 — z;) = h och summerar upp allaslir
det approximerade interadvdetA(h) = h - (ijll () — %).
Ladda neff62a.moch kor Trapetsregel.mHur kan approximationerofbattras?

3



2. Los med samma program

1
4
/ dz
0 1+$2

Den exaktadsningen till denna integrair 7.

4.3 Simpsons regel

| trapetsregeln approximerades integranden med styckvésdifijinktioner. Simpsons regel aémder
polynom av grad t& pa varje delintervall. Detta innélp att vi beldver tre sbdpunkter. Om man
integrerar polynometfs Bljande approximationdr varje delintervall:
h Ti + X
Ai(h) = 5 (f () + 4 (F—5
som summeras ihogf att ertalla integralen.
Kor Simpsonsregel.moch jambr med trapetsregeln. Vadhder i andra for-loopen?

)+ f(wiv1))

4.4 Noggrannhetsordning och trunkeringsfel

Trunkeringsfelek(h) ar felet rar en gans\ardeprocessl(h) konvergerar mot en storlek men
avbryts.

Om trunkeringsfelet av en metod som motsvarar émgrrdeprocess kan skattas med
e(h) =cith? + coh? +ecsh"+... p<qg<r

sa definerap som noggrannhetsordning av metoden och vi uppskeftar~ c; - h?.
KorNoggrannhetTrapets.octhNoggrannhetSimpson.som visar noggrannhetsordning av trapets-
respektiv simpsons regel. Integralapproximeringebeéknad med olika steghgder h och dif-
feranser mellan & trunkeringsfebr plottad med loglog-funktionen.

Varfor amander man loglog-funktionen? Vilken noggranngetsordning har trapsgsektiv simp-
sons regel?

4.5 Adaptivitet

Vi vill berakna

10
/ 0.51 + 25 . ¢~81(11a+45) 4.
—10

Integranden finns implementerageakfkt.m

1. Berkna integraléirdet med tglp avWithoutAdaptivity.mAnvand 100 delvinterall. Vad har
gatt fel? Hur kan mandsa problemet?

2. Kor nuWithAdaptivity.m Vilket varde fir man nu? Vad beélvdeatgardas?

3. Vilket varde ir du med M\TLAB s inbyggda funktiorquad? For att fa hjalp kor help quad
i M ATLAB s terminalbnster.



