Laboration 3. Numerisk derivering, ODE

1 MaAl for denna laboration

Lab 3ar tankt som endrberedelse irifr forelasning 7 och handlar om numerisk derivering och
ordinara differentialekvationer (ODE).

Numerisk derivering: Vi kommer att underska olika approximationer av derivataf(x).

ODE: Vi kommer att studera numerisk behandling av oédandifferentialekvationer dvs ekva-
tioner som inneller derivator av den dnda funktioneny(t).

2 Numerisk derivering

MATLAB -filer: NumersikDerivering.m

2.1 Kort introduktion

Derivatan av en funktiog(z) defineras som

Vi vill beraknay’(a) nary(x) ar kand iz-vardenaa, a + h,a + 2h, - - -.

1. En god approximation till derivatair framatdifferenskvoten

1oy ylat+h) —y(a)
y'(a) ~ Y

Med taylorutveckling kan man visa att trunkeringsfelepropotionellt mot steget h.

a —yla 2 3
MR ZID ) = e+ /(@) + (@) + @) -~ @)~y (@)
= 7J’/2(“)h+0(h2)

Bestim med hjlp av taylorutveckling hur stort trunkeringsfetatfor en approximation med
centraldifferenskvoten

ooy ylath)—yla—h)
Yy (v) ~ 57




2. | NumersikDerivering.m visas en tredje approximation till derivatan som har samma nog-
grannhet som centraldifferenskvoten.

y'(a) ~ %(—y(a +2xh)+4y(a+ h) — 3y(a))

Programmet béiknary’(7) da
y(z) = ((z — 7)%? + 2sin(7v2))/(v/2 + Aln(z — 27) — 1)

Det analystiskt bé&tknade derivatardetar —1.68043. Anpassa programmeh sitt derivatan
approximeras medl = 0.02,0.01 och0.005.
Visa med hilp av programmet att trunkeringsfetatproportionellt till 12,

3 ODE

MATLAB -filer: FramatEuler.m, RK4.m, Differentialek.m, HogreOrd.m, ford.m

3.1 Kort introduktion

En ordirar differentialekvation (ODE) uttrycker ett samband mellan en funkgooch dessa
derivator i en enda variabel.&dra exempear

Py dy
dy
4o =t
ar Y

Givet en funktionf (¢, y) och en startpunkia, yo) defineras ett begynnelsiadesproblem av

dy
% - f(tv y)
yla) = wo

Soktary(t) fort > a. Vi ska underska numeriska metoder som stegar framied med stegingd
h och beéknar en approximatiog; till y(t;).

3.2 Framat Euler
En enkel metodhr att approximera derivatan gumed en fraratdifferenskvot
ftiyi) =y () = (y(t + h) —y(t)/h
Vi far en approximation; , ; till | 6sningeny(t; + h) da vi stegar fram ett steg&ny;.
Yir1 = Yi + hf(ti, yi)
Vi vet att noggrannhetsordningen hos en metod ges utav

etrunk ~ ChP



dar etrunk ar trunkeringsfeletC' en konstanth stegihngden ochp noggrannhetsordningen.
FramatEuler.m |oser begynnelsérdesproblemet
y = —y (1)
y(0) = 1 )
pa intervalletd < t < 2. Den exaktadsningerare'.

Hur beiaknas noggrannhetsordningen i programmet? Vilken noggrannheitsgprdar Frarat
Euler?

3.3 Runge-Kutta metoder

| Eulers metod bebvs bara en funkionsb&kning avf i varje steg. Runge-Kutta-metodeirglera
och far darigenom ligre noggrannhet. Erdkd metodar RK4, en farde ordnings Runge-Kutta
metod, som arinder sig av ett viktat mededvde av fyra lutningsbékningar.

fi = fltiy)

fo = f(ti+h/2,y; +hf1/2)
fs = f(ti+h/2,yi + hf2/2)
fa = f(ti+h,yi+hf3)

Yit1 = yi+%(fl+2f2+2f3+f4)
RK4.mloser
y = 1+t—y
y(0) = 1

paintervalletd <t < 1
Los med halp av detta program differentialekvatinen

y = sin(ty) 3)
y(0) = 6 (4)
med stedh = 0.1 for att beakna en approximation ti}(0.8).

3.4 oded5

I MATLAB finns flera differentialekvationgsare, bland annatie45 somar en variant av Runge-
Kutta metoder med automatisk stégydsregelering. Meddeset kan den relativa toleransen
forandras (defaular 10~3).

Anvandoded5 for att bsa (3) med en relativ tolerans &y,

3.5 Ett differentialekvationssystem

(EX. Pohl s. 203) Ett radioaktivdmne A ®nderfaller till ettamne B som i sin turéderfaller till
C. Processen beskrivs av ett system avdrsth ordnings begynnelseproblem:

dyr/dt = —kiyi, w1(0) =100
dy2/dt = kiyr — kaya, y2(0)=0
dys/dt = kaya, 3(0)=0



dary; star for mangden aamne Ay, for B ochys for C.k; = 3 ochks = 0.05 ar hastighetskon-
stanter dr Hnderfallet.

Funktionenfsonderfall.m saknas Differentialek.m for att kunna beiknay;, y2, ochys pa inter-
vallet0 < x < 1. Implementera den.

3.6 Hogre ordningens differentialekvationer

En andra ordningens differentialekvatiad = f(¢,u,«”) medu(0) = ¢ ochu/(0) = d kan
skrivas om till ett differentialekvationssystem a@rg$ta ordning genom substitutiongn= w och
Y2 = v. Pa detta att far vi

dyr/dt = u, n(0)=c
dyz/dt = u" = f(t,y1,y2), 1y2(0)=d

Givetar v = sin(tu) + u”\/1+ (v/)> med begynnelsevillkoren(0) = 0, «/(0) = 1 och
u”(0) = 0. HogreOrd.mtillsammans mediord.m beraknar och ritam(z) for0 < x < 2.
Berakna & sammadtt losningskurvanu(z) till differentialekvationenu” + 2z’ + u? = 0 med
begynnelsevillkorem,(0.3) = 0.1 och/(0.3) = 0.3 for0.3 < x < 10.

3.7 ODE metoder br integration

Vi vill bestamma integralardet " f(s)ds. Om vi sattery(t) = [ f(s)ds da galler % = f(t) och
y(a) = 0. Integralproblemet har nwfvandlats till ett differentialekvationsproblem. B&nar vi
y(t) 4 har vi besimt integralvardet. Beakna med frarat Eulerf34 s med stegingdh = 0.01
och kontrollera ditt resultat megliad.



