Laboration 4: ODE, Finita Differensmetoden

1 MaAlfor denna laborationen

Lab 4ar tankt som endrberedelse irdfr forelasning 8 och 9 och handlar om stabilitetsanalys av
numeriska metoder, flerstegsmetoder och finita differensmetoden.

Stabilitetsanalys: Vi kommer att underska beteendet av numeriska metoder vidéanuning @&
styva problem.

Finita Differensmetoden: Vi kommer att studera ranédvdesproblem med &lp av finita differ-
ensmetoden.

2 Absolutstabilitet

MATLAB -filer: SabFE.m, SabBE.m

2.1 Kort introduktion

En differentialekvation kallas styv om ekvationen inabér flera olika \al separerade tidsskalor.
Numeriska metoder kan bli instabil@nman bser &dana problem. &t att se hur en numerisk
metod beter sig vid ad@ndning @& styva ekvationer analyserar man metoden med testproblemet

y'(t) = Xy(t), te(0,00) @)
y(0) = 1, t=0 (2)

Lat oss fokuseraépfallet riar \ ar ett negativt reellt tal. Den exakiasningerary(t) = e,

Da ) < 0 konvergerar den exaktasningen till 0Jim; . y(t) = 0. Om den numeriskakningen
v, har samma gmsvarde lim; ., y, = 0, sSaar metoden absolutstabil.

For att ra detta beteendesslis krav @& steghngdem som vi ska undeiska i de Hljande uppgifterna.

2.2 Framat Euler

Anvander man Fraét Euler till (1) och @) sa far man

for attyy = 1. y,, konvergerar mob om |1 + h\| < 1. For att fa stabilitet br Franat Euler naste
alltsa galla—2 < hA < 0.

SabFE.mloser () och @) paintervallett € [0, 10] med\ = —1. Testa3tabFE.m med stegingd
h = 0.5,1.0 och2.5. | sista falletar ldsningen inte avtagande, var?



2.3 Bakat Euler

For Bakat Euler har vi
Ynd+1 = Yn T h)\ynJrl
o Yn 1 n+1
yort = Ty = G

limy ooy = 00mh > 0.

Kor SabBE.m med samma steghgd som i Fraid@t Euler. Programmet visar egenskapen att im-
plicita metoder ibland tifiter sbrre steghngderh. Det gor dem attraktiva trots att de &ver mer
arbete i varje steg.

2.4 Styva problem

Vi ska losa problemet (3.5) av Lab 3 eany till med en liten modifikation.
Ett radioaktivtamne A $nderfaller till ettamne B. Processen beskrivs av ett system avcrsta
ordnings begynnelseproblem:

dyi/dt = —kiy1, v1(0) =100
dyz2/dt = kiy1 — kaya, 2(0) =0

dary, star for mangden aamne A ochy, for B. k; = 10* ochk, = 10~ ar hastighetskonstanter
for nderfallet.

Den exaktadsningerar y; (t) = 100e %1% ochys(t) = 100k (e 72t — e=*2%) /(ky — ko). Harar

e k1t < 0.5-107*3 redan brt = 0.01 och kan iy, ansesdérsumbar janirt mede*2* ~ 1+1076
nart = 0.01.

Kor Syvproblem.mtillsammans mefkonderfallstyv.mpa intervallet) < z < 0.01 medh = 0.001
och0.00001. Exemplet visar att man med explicita metoder tvingas arbeta meittetitpth aven
omy; inte har stort inflytande efter en kort tid.

3 Finita differensmetoden

MATLAB -filer: randvardesproblem.m

3.1 Kort introduktion

Randwardesproblemet

—u"(z) = f(z), w(0)=a u(l)=0, ©)
kan lbsas numerisk med &lp av finita differensmetoden. Om vi diskretiserar intervallet |
enligtz; = ih, i = 1,2,...,n+ 1 darh = 1/(n + 1) och approximerar andraderivatan med

centraldifferens:
Ui—1 — 2Ui + Uit

h? ’

u"(xi) ~
erhalles ekvationerena

—Ui—1 + 2U; — Ui = th(a:i), 1=1,2,...,n.

2



Tillsammans med randvillkoremy = a ochu,; = b leder diskretiseringen till ett lidjrt ekva-
tionssystem

Au = b,

dar A ar enn x n-matrisu ar enn-vektor med dsningswardena i det inre av intervallet oékar en
n-vektor som beror av bla ranéwdenau, ochu,,1 samth och f(x;)-vardena.

Vi ska har studera randardesproblemet 3 med villkoren

3.2

a=1 b=-1 och f(zx)=(3m)*cos(3mz). (4)

Randwardesproblem

Visa attu(z) = cos(3wx) ar analytisk dsning till randérdesproblemet (3) med villko-
ren( 4).

Skriv ner matrisemA for n = 4 med papper och penna. Vilken struktur har matrigdén

Skriv ett litet program somdir ett givetn-varde skapar matrised i Matlab. Hint: For

att skapad kan man anainda funktionernaiag(v) som genererar en diagonalmatris med
vektornv pa diagonalen, generaliseringgiag(v,p) som genererar en kvadratisk matris med
vektornv pa diagonal nummey, ochones(n,1)som genererar en-vektor med ettor.

Matlabfilenrandvardesproblem.m ar ett @borjat program @r att bsa randérdesproblemet
numerisk, men kodraderna (eller rade) &tt skapa matrisea fattas fan programmet (se
raden 15). Slutir programmet genom klippa in raderna ni har skrivit i deluppgifor att
skapaA in i randvardesproblem.m (pa rad 15).

randvardesproblem.m bestmmeru genom attdsa det linfra ekvationssystemetu = b
for n = 5,10,20 och 40 delintervall och i Figur 1 plottas respektivéshingar och den
analytiska dsningenu(z) = cos(3wz). Uppskatta medgonnatt noggrannheten i de nu-
meriska bsningarna.



