
Laboration 4: ODE, Finita Differensmetoden

1 Mål för denna laborationen

Lab 4är ẗankt som en f̈orberedelse inf̈or förel̈asning 8 och 9 och handlar om stabilitetsanalys av
numeriska metoder, flerstegsmetoder och finita differensmetoden.

Stabilitetsanalys: Vi kommer att unders̈oka beteendet av numeriska metoder vid användning p̊a
styva problem.

Finita Differensmetoden: Vi kommer att studera randvärdesproblem med hjälp av finita differ-
ensmetoden.

2 Absolutstabilitet

MATLAB -filer: StabFE.m, StabBE.m

2.1 Kort introduktion

En differentialekvation kallas styv om ekvationen innehåller flera olika v̈al separerade tidsskalor.
Numeriska metoder kan bli instabila när man l̈oser s̊adana problem. F̈or att se hur en numerisk
metod beter sig vid användning p̊a styva ekvationer analyserar man metoden med testproblemet

y′(t) = λ · y(t), t ∈ (0,∞) (1)

y(0) = 1, t = 0 (2)

Låt oss fokusera p̊a fallet n̈arλ är ett negativt reellt tal. Den exakta lösningen̈ary(t) = eλt.
Dåλ < 0 konvergerar den exakta lösningen till 0,limt→∞ y(t) = 0. Om den numeriska lösningen
yn har samma gr̈ansv̈arde,limt→∞ yn = 0, s̊a är metoden absolutstabil.
För att n̊a detta beteende ställs krav p̊a stegl̈angdenh som vi ska unders̈oka i de f̈oljande uppgifterna.

2.2 Framåt Euler

Använder man Fram̊at Euler till (1) och (2) så får man

yn+1 = yn + hλyn = (1 + hλ)yn = (1 + hλ)ny0 = (1 + hλ)n

för atty0 = 1. yn konvergerar mot0 om |1 + hλ| < 1. För att f̊a stabilitet f̈or Fram̊at Euler m̊aste
alltså g̈alla−2 < hλ < 0.
StabFE.m löser (1) och (2) på intervallett ∈ [0, 10] medλ = −1. TestaStabFE.m med stegl̈angd
h = 0.5, 1.0 och2.5. I sista falletär lösningen inte avtagande, varför?
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2.3 Bakåt Euler

För Bak̊at Euler har vi

yn+1 = yn + hλyn+1

yn+1 =
yn

1− hλ
= (

1

1− hλ
)n+1

limn→∞yn = 0 omh > 0.
Kör StabBE.m med samma steglängd som i Fram̊at Euler. Programmet visar egenskapen att im-
plicita metoder ibland till̊ater sẗorre stegl̈angderh. Det g̈or dem attraktiva trots att de kräver mer
arbete i varje steg.

2.4 Styva problem

Vi ska lösa problemet (3.5) av Lab 3 en gång till med en liten modifikation.
Ett radioaktivtämne A s̈onderfaller till ettämne B. Processen beskrivs av ett system av två första
ordnings begynnelseproblem:

dy1/dt = −k1y1, y1(0) = 100

dy2/dt = k1y1 − k2y2, y2(0) = 0

däry1 st̊ar för mängden av̈amne A ochy2 för B.k1 = 104 ochk2 = 10−4 är hastighetskonstanter
för s̈onderfallet.
Den exakta l̈osningen̈ar y1(t) = 100e−k1t ochy2(t) = 100k1(e

−k2t − e−k2t)/(k1 − k2). Här är
e−k1t < 0.5·10−43 redan f̈or t = 0.01 och kan iy2 anses f̈orsumbar jamf̈ort mede−k2t ≈ 1+10−6

när t = 0.01.
Kör Styvproblem.m tillsammans medfsonderfallstyv.m på intervallet0 ≤ x ≤ 0.01 medh = 0.001
och0.00001. Exemplet visar att man med explicita metoder tvingas arbeta med ett jätteliteth även
omy1 inte har stort inflytande efter en kort tid.

3 Finita differensmetoden

MATLAB -filer: randvardesproblem.m

3.1 Kort introduktion

Randv̈ardesproblemet
−u′′(x) = f(x), u(0) = a u(1) = b, (3)

kan lösas numerisk med hjälp av finita differensmetoden. Om vi diskretiserar intervallet[0, 1]
enligt xi = ih, i = 1, 2, . . . , n + 1 där h = 1/(n + 1) och approximerar andraderivatan med
centraldifferens:

u′′(xi) ≈
ui−1 − 2ui + ui+1

h2
, i = 1, 2, . . . , n,

erh̊alles ekvationerena

−ui−1 + 2ui − ui+1 = h2f(xi), i = 1, 2, . . . , n.
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Tillsammans med randvillkorenu0 = a ochun+1 = b leder diskretiseringen till ett linjärt ekva-
tionssystem

Au = b,

därA är enn×n-matrisu är enn-vektor med l̈osningsv̈ardena i det inre av intervallet ochb är en
n-vektor som beror av bla randvärdenau0 ochun+1 samth ochf(xi)-värdena.

Vi ska ḧar studera randv̈ardesproblemet 3 med villkoren

a = 1, b = −1 och f(x) = (3π)2 cos(3πx). (4)

3.2 Randv̈ardesproblem

• Visa attu(x) = cos(3πx) är analytisk l̈osning till randv̈ardesproblemet (3) med villko-
ren( 4).

• Skriv ner matrisenA för n = 4 med papper och penna. Vilken struktur har matrisenA?

• Skriv ett litet program som för ett givetn-värde skapar matrisenA i Matlab. Hint: F̈or
att skapaA kan man anv̈anda funktionernadiag(v) som genererar en diagonalmatris med
vektornv på diagonalen, generaliseringendiag(v,p)som genererar en kvadratisk matris med
vektornv på diagonal nummerp, ochones(n,1)som genererar enn-vektor med ettor.

• Matlabfilenrandvardesproblem.m är ett p̊ab̈orjat program f̈or att lösa randv̈ardesproblemet
numerisk, men kodraderna (eller raden) för att skapa matrisenA fattas fr̊an programmet (se
raden 15). Slutf̈or programmet genom klippa in raderna ni har skrivit i deluppgiftc) för att
skapaA in i randvardesproblem.m (på rad 15).

randvardesproblem.m besẗammeru genom att l̈osa det linj̈ara ekvationssystemetAu = b
för n = 5, 10, 20 och 40 delintervall och i Figur 1 plottas respektive lösningar och den
analytiska l̈osningenu(x) = cos(3πx). Uppskatta med̈ogonm̊att noggrannheten i de nu-
meriska l̈osningarna.
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