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Skarabén — den heliga pillerbaggen

Kulorna — kulorta kulor pa ett snore

Krocken — cyklist och fotgdngare pa kollisionskurs
Orunda hjul — ovalt kedjehjul pa cykeln

S-et och vattenrutschbanan — splinesi 2D och 3D
Piriformen — valformad vaska for bouleklot
Splinebilen — haftig bilkaross

Havsytan — buktning 6ver ett undervattensberg
Kladlinan — tvatt hangd pa tdjd lina
Askledaren — ekvipotentialproblem

Bassangen kakel och vatten i snygg design

Varpan — gotlandsk kastsport

Metallroret — het vatska i ror

Inversa pendeln — uppatriktad pendelrorelse
Futten — rymdskeppet illa ute

Stromkretsen — elektriskt svangningsférlopp
Kappen som knédcks — hart tryck pa en knolig kdpp

Partikeln — bana i elektromagnetiskt falt
Pilbagen — bojlig linjal krokt till pilbage
Stromningen — stromhastighet intill en vagg

Ljudvagor — sdndare och mottagare under vattnet
Vindkastet — bollkast i sidvind

Glodtraden — trad, het pa mitten och kall i d&ndarna
Satelliten — kretslopp kring jorden och manen

Struthatten — stjarngossestrut och krafthatt
Teslatrasslet — snurrig bana i magnetfalt
Dubbelpendeln — har svanger det rejalt
Fargrander — utspridd farg i randigt medium
Kometsvansen — stoftsvans av kometdamm

Diffraktionsmonster — av kant, spalt, stra

= svarare uppgift



3A.1: Skarabén — den heliga pillerbaggen

I gamla Egypten gjordes avbildningar av den tordyvelliknande heliga pillerbaggen Sca-
rabaeus sacer. Dessa sa kallade skarabéer anvindes som amuletter och man lade dem
ofta pa mumiens brost. I matematiken beskrivs skarabékurvor av ekvationen

(22 + 92+ ay)? (@ +y?) — (22 - yH)* =0

dir a ar en formbestdmmande parameter. I poldra koordinater blir skarabéformeln
trevligare: r = cos2p —asing, 0 < ¢ < 2xw. (Obs! r antar dven negativa vérden.)
Harled formeln. Rita upp skarabéer for a-viardena 0, 0.5, 1, 1.5, 2 och se hur formen
beror av a. Berdkna totala omkretsen fér var och en av dessa skarabéer — anvénd
en effektiv numerisk metod for integration av bagléngdsformeln i polédra koordinater.
Motivera din integrationsmetod.

Anvind ekvationslosning for att bestdmma och rita upp den skarabé som har en
omkrets pa precis tio lingdenheter. Denna pillerbagge (med det erhallna a-virdet) &r
basmodell for fortsatta studier. For att kunna mala skarabéns kropp, huvud och vingar
i olika farger maste man forst kinna till alla ¢-varden déar r ar noll. Bestdm dem och
anvind fill-kommandot fér malningen.

Betrakta i fortsdttningen bade denna symmetriska skarabé samt en nagot foérvanskad
och osymmetrisk skarabé som definieras av uttrycket

1
r = (cos2p — asinp)(1 — §sian0),

diar K ar ett jamnt heltal. Prova bade K = 4 och K = 6. Skarabén uppfyller att |r|
har maximum pa fyra stéllen. Bestdm dessa punkter med gyllenesnittetsokning.

Fran huvudets |r|q-position utgar Atons livgivande stralar, en genom vardera
vingens |r|mq.-punkt och en tredje strale ned till |r|,,q,-punkten pa bakkroppen. Stra-
larna bildar tillsammans med skarabén en variant av livssymbolen ankh. Rita hela
ankh-symbolen.

Varje vingstrale gar genom ytterligare en punkt pa vingen. Bestdm positionerna
for bade vanstra och hégra vingens skirningspunkter och markera dem.

Skapa slutligen en tredimensionell pillerbagge. Huvudet och vingarna kan behal-
las plana, medan kroppen ska konstrueras av en uppséattning kvadratiska bézierkurvor
som alla startar i origo, alltsa p; = (0, 0, 0). Lat varje bézierkurva finnas i ett ver-
tikalplan som foér den j-te kurvan skér zy-planet ldngs linjen fran origo till en punkt
p2 = (xj, yj, 0) pa skarabén. Ge lamplig placering av styrpunkten sa att den lig-
ger i vertikalplanet och dessutom skapar lagom vélvning pa pillerbaggskroppen. For
3D-ritningen behévs plot3 och £i113, eventuellt ocksa surf (i vénstra figuren nedan).




3A.3: Kulor pa ett snore

Anna har kulorta kulor av blandade storlekar i en lada. Hon véljer ut nagra kulor
(mellan fem och tio stycken), féster dem péa ett rott sidenband med varierande avstand
och knyter fast bandets bada &ndar pa lika hojd i kdksfonstret. Uppgiften ar att rita
upp Annas fonsterdekoration.

Teori: Hang bandet i x-axeln mellan origo och & = a och lat antalet kulor vara n med
massorna msi, ma,..., Mmy,. Kulorna ar sa tunga att sidenbandets vikt ar férsumbar.
Bandléangderna &r Ly, Lo, Ls, ..., Ly dir N = n+1. Summan av bandldngderna maste
forstas vara storre an avstandet a mellan upphéangningspunkterna. Det &r lampligt att
som obekanta inféra de N vinklarna wuq, us,..., enligt figuren. Vinklarna uppfyller:
/2> up > ug > ... > uy > —n/2. Motivera det!

Rent geometriskt maste foljande samband gélla (motiveral)

ZL cosu; = a, ZL sinu; =0

Spannkraften S 1 VarJe bandstump har horisontell och vertikal komponent. Jamvikt
kréver att

S;cosu; = Si41€OS Uiy, Sisinu; = Si41sinuir1 + m;g
Sit1€08Uj+1 = Sit2COSUt2, Siy18IMU41 = Siyasinuira + mit1g

Elimineras S;, S;y1 och S;y9 ur dessa ekvationer fas foljande samband (motiveral)
M1 tanu; — (m; + migq) tanwu; 1 + mitanu;p 0 =0, i=1,2,..., N — 2.

Dessa kraftsamband utgor tillsammans med de bada geometriska villkoren ett ickelin-

jart ekvationssystem for bestdmning av vinklarna. Los det!

Alternativ algoritm som ocksa ska prévas: En idé ar att med variabelbyte astadkomma
att ekvationssystemet till storsta delen blir linjart. Da skulle det rdacka att gissa tva
varden (t ex uj och uy) och berdkna de 6vriga med tridia. For de bada aterstaende
ekvationerna kan man inte langre berdkna derivatorna analytiskt, men en modifierad
Newton med tva-ganger-tva Jacobianen approximerad av differenskvoter borde ga bra.
Utveckla detta till en anvindbar algoritm och berékna alla vinklarna.

Kulférsvinnandeproblemet aterstar att 16sa: Annas pyrotekniskt intresserade pojk-
van har i hemlighet preparerat bandet och kulorna och vid nyarsfirandet tdnder han
pa bandet i origo. Det brinner sakta som en stubin utan att ga sénder, men varje gang
lagan passerar en kula exploderar kulan och sprider farggrann konfetti 6ver festdelta-
garna. Rita upp de olika former kulbandet antar nér kula efter kula forsvinner, tills sa
fa kulor &r kvar att bandet inte halls strackt langre.

Nér detta intraffar kommer bandet att anta kedjekurveform:

y(x) = ay cosh Z— 20 _ ar+yo

af

dér xg och yg &r koordinaterna for ldgsta punkten och ay &r formparameter. Berdkna
och rita upp hur bandets form férdndras d4a aterstaende kulor férsvinner en efter en.

Annas dekorationsdata: a =80, L =[23101562081815], m = [7253194].

Du ska dessutom 16sa problemet fér en egen uppséattning data med andra bandlangder
och kulmassor (minst sex olika tunga kulor ska snoret ha).



3A.4: Krocken

I Axelby ligger torget i origo och tvirs genom byn gar den alldeles raka X-gatan.
Ytterligare en vig leder genom byn, det &r den slingriga gamla landsvigen Y-slingan
(numera cykelviig) som korsar X-gatan med allt tétare intervall mot utkanten av byn.
Y-slingan foljer formeln

Y (z) = ae P sin (22).

Genom foljande positionsangivelser kan Y-slingans parametrar a och 3 bestdmmas.

z | 050 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 2.25 2.50 2.75 3.00 3.25 3.50
y | 0.13 040 048 036 003 -035 -—-043 -0.01 042 018 -0.38 -0.13

Osquar borjar sin kvéllspromenad vid torget och promenerar med raska steg och
konstant hastighet langs X-gatan ut fran byn. Vid gatlyktan som finns i forsta vig-
korsningen efter torget tittar han péa klockan, den &r kvart i nio.

Maggan &r samtidigt ute pa cykeltur pa Y-slingan. Pa sin artonvixlade hoj far
hon fram ganska precis tva och en halv gang s& snabbt som Osquar géar. I en av alla
dessa vagkorsningar mots de tva och undviker med en harsman att kollidera i morkret
(s& hér langt fran torget finns inga gatlyktor langre). Skattande sig lyckliga fortsétter
Osquar och Maggan pa var sin vig med oférminskad hastighet. Men i nésta korsning
ar krocken ett faktum!

Krockplats? Hastighetsforhallande? Var befann sig Maggan kvart i nio?

Ur informationen ovan ér det mojligt att bestdmma krockplatsen och finna det verkliga
hastighetsforhallandet ¢ mellan Maggan och Osquar. Hur néra 2.5 hamnar det?

(En hel del baglangdsberidkningar krivs dér integrationsgranserna utgors av nollstéllen
till uttrycket fér Y-slingan.)

Ytterligare en fraga ska besvaras: I vilken punkt pa Y-slingan befann sig Maggan
dé klockan var kvart i nio? Hennes position vid denna tidpunkt bestdms av sambandet
Magganvig= q-Osquarvdg. Los med en effektiv ekvationslosningsalgoritm; tank ocksa
pa att vara smart i det iterativa forfarandet sé att varje ny baglangdsberikning endast
behover utforas Gver ett kort integrationsintervall.

Gor noggrannhetsbedémning av resultatet med hénsyn tagen till de numeriska
metoder som du anvént.

Vid rekonstruktionen av olyckan kom det fram att Maggan alltid sneddade i kur-
vorna sa att hon i sjélva verket foljde y(z) = C - Y (x) med ett C-virde strax under
ett. Forst ryktas det att C' = 0.96. Hur mycket paverkar det resultaten (g-vérdet
och Maggans ldge kvart i nio)? Nagon sdger sedan att Maggan sneddar vérre &n sa,
C = 0.92 ligger nog ndrmare verkligheten. Hur mycket paverkas resultaten av denna
formodan?

Rita X-gatan, Y-slingan och Maggans sneddade fardvég i fallet C' = 0.92, markera
krockplatsen och Maggans ldge klockan kvart i nio i de olika fallen.



3A.6: Orunda hjul

Pa Tekniska museet finns en kugghjulsdrift med ovala hjul. Det finns ocksa cyklar med
ovala kedjehjul. Idén ar att man ska fa det ldttare i trampornas vindlagen dar man
har liten momentarm, och ta igen det i ytterligena dér momentarmen &r som storst.
Uppgiften ar att studera hur omkretsen av konvexa holjet varierar med vinkeln o for f6l-
jande givna hjul. Det elliptiska hjulets ekvation #r for o = 0: r(¢) = (acos ¢, bsin ¢)”
med a = 3 och b = 1.5. D& hjulet vrids vinkeln « blir ellipsekvationen r.(¢) = Sr(¢)
cosa —sina )

dér S ar vridningsmatrisen .
sina cos«

Pa avstandet L = 6 langs z-axeln finns ett cirkuldrt hjul som i parameterform har
ekvationen r.(u) = (L + ccosu, csinu)? med ¢ = 1.

For att vi ska kunna berékna hela omkretsen av konvexa holjet, betraktat som
ett omgivande elastiskt strackt band, maste bandets tangeringspunkter pa cirkelns
och ellipsens ovansida forst bestimmas. Sambanden kan skrivas som ett ickelinjért
ekvationssystem (obekanta &ar vinkeln u pa cirkeln och parametern ¢ pa ellipsen).
Motsvarande gors for tangeringspunkterna péa undersidan av hjulen.

Omkretsen bestar av fyra delar. De réta linjestyckenas léngder och cirkelbagpartiet
ar latta att berdkna, men den delen av bandet som 16per langs ellipshjulet kréaver en
numerisk integralberikning. Rita upp omkretsen av konvexa holjet for « i intervallet
0 < a<m/2 till exempel med steget da = 7/24.

Om det &r en otdjbar kedja som omger hjulen, hur stort slack uppstér?

Vidareutveckling: Man skulle kunna ténka sig en konstruktion som later axelavstandet
L variera med vinkeln « sa att kedjan hela tiden halls striackt och har langden lika
med maximala omkretsen ovan. Det géller alltsad att L(a) > 6, och det maximala
L-vardet upptrader da o = 0. Berdkna L4, med ekvationslosning. Berdkna och rita
upp axelavstandet L(«) i intervallet 0 < o < 7/2 (med samma steg da = 7/24 som
tidigare utnyttjats).



3A.8: S-et, attan och vattenrutschbanan

Matematisk typografi, dvs matematisk beskrivning av formen pa bokstéver och siffror,
har mer dn 600-ariga anor — &ldst ar formodligen Felice Felicianos skrifter fran omkring
ar 1460 i Vatikanbiblioteket. Donald Knuth har skrivit en mycket intressant artikel!
om matematisk typografi i boken TEX and METAFONT fran 1979.

Det numeriska verktyg som du ska utnyttja for att formge bokstaven S ar naturliga
kubiska splines (MATLABs inbyggda splines duger inte). Utga fran nio punkter pa en
handritad S-kurva. Valj punkterna s att avstdnden mellan dem blir ungefar lika stora.
Det géller att anvinda parametriska splines dér x = z(u) och y = y(u) ar funktioner
av den monotont vixande parametern u. Lat w vara noll i startpunkten och sedan
anta vardena 1, 2,...; 8 i de féljande punkterna. Skriv upp en tabell med u-, x- och
y-virdena for de nio punkterna (redovisas i rapport och foredrag).

For att astadkomma tétare tabellering, alltsa skaffa mellanliggande kurvpunkter
pa S-et, ska du gora splinesinterpolation pa vardera x och y som funktion av wu.

Att anvénda baglangden som parameter u vore idealiskt men &r inte sdrskilt praktiskt anvéandbart.

Den valda parametern u ar ungefér proportionell mot baglangden och leder till enkla rikningar.

Rita upp kurvresultatet (x, y) av splinesinterpolationen. Blir bokstaven snygg?
Nagon av de givna punkterna behover kanske justeras lite for att S-et ska bli &nnu
vackrare. Upprepa tills du dr néjd och berdkna darefter langden L4 av hela S-kurvan
med stor noggrannhet (noggrannhetsbedémning krévs!).

En lutande atta — ungefar sa hér: 8 — ska skapas av kubiska splines, men med
hjalp av periodisk kubisk splinesinterpolation i stéllet for naturliga splines. Utga &ven
hér fran nio interpolationspunkter. Ekvationssystemet som bestdmmer lutningarna
kommer att fa annorlunda foérsta och sista rad pa grund av den Onskade periodiska
egenskapen hos attakurvan. Berdkna och rita attan och ange dess omkrets.

Vattenrutschbanan: Nu giller det att astadkomma en vattenrutschbana som star-
tar 8.5 meter ovan vattenytan i punkten (3, 4, 8.5) och dérefter passerar genom fol-
jande punkter: (7, 8, 6.7), (11, 2, 5.5), (6, 7, 4.4), (6, 0, 3.5), (10, 5, 2.5), (4, 10, 1.7),
(0, 5, 1.0), (4, 0, 0). Utnyttja dven har interpolation med parametriska naturliga ku-
biska splines pa4 samma sitt som vid S-et men nu i tre dimensioner. Berdkna med stor
precision ldngden av rutschbanan.

Den erhallna banan uppnar inte den av badhusradet angivna aklangden som &r 65
meter. Utrymmet for rutschbanan &dr sadant att inga dndringar far ske i x-led och i
z-led, ddremot anses det tillradligt att skala om alla y-virden med en faktor (3.

Formulera en ekvation och anviand lamplig iterativ metod for att berdkna skalfak-
torn [. Rita de nio stolparnas nya placering med stem3 och visa vattenrutschbanan i
nagra olika vyer.

'Nagra klipp ur artikeln kan du fa av kursledaren. Fér Knuth sjilv var bokstaven S knepigast, lis
hans kommentarer.



3A.11: Piriformen och boulevaskan

En piriformkurva definieras av ekvationen z# —z3+y2/b> = 0 for 0 < x < 1. Rita upp
nagra piriformer for b-varden mellan ett och tre. Namnet piriform betyder paronform
— for vilket b-véirde passar namnet bast?

En moderiktig boulespelare bér helst sina bouleklot (med radien R) i en véska med
plana parallella sidor (planen z = R och z = —R) som é&r piriformytor med b-virdet
1.8. Barhandtaget finns i origo och véskans utstréackning i x-led &r en langdenhet.

Standardvéskan innehaller tva bouleklot. Kloten kan inte rulla omkring i véskan,
utan de nuddar varandra och tangerar dessutom véskans kurviga sarg pa tva stéllen
vardera. Problemet blir att bestdmma klotens radie och placering i vaskan — mitt-
punktskoordinater: (a, R, 0) och (a, —R, 0).

Betrakta genomskarningen i planet z = 0 som innehaller tva cirklar och en omgi-
vande piriform. Cirkeln i 6vre halvplanet tangerar piriformkurvan i tva punkter (x1,y7)
och (x2,y2). Sex obekanta finns: tangeringspunkternas koordinater samt a och R. Stall
upp sex samband och 16s det ickelinjira ekvationssystemet. Det gar att reducera antalet
obekanta, men da kommer man inte ifran rotuttryck i ekvationerna vilket komplicerar
deriveringen.

Till boulespelet hor en liten malkula som brukar kallas lillen eller grisen. Det finns
olika tdnkbara placeringar for den i piriformvéskan. Om den liksom de bada Gvriga
kloten ska ha centrum i planet z = 0, finns ett lagom utrymme for lillen mellan de
bada boulekloten och viskans kant vid x = 1 (problemet betraktat som ett 2D-problem
i planet z = 0). Berdkna storsta mojliga radie for lillen och rdkna ut kvoten mellan
lillens radie och bouleklotens radie.

Om bouleviaskan med sina bouleklot ritas i 3D ser man att malkulan kan goras
storre om den flyttas ned i z-led. Forutom att nudda kanten x = 1 far den tangera
planet z = —R. Rékna ut lillens maximala radie r;; i detta fall och kvoten ry;;/R.
Passa pa att ligga in en reservmaéalkula som tangerar planet z = R ocksa. Visa en
tredimensionell bild av kloten och den omgivande piriformvéskan.

Nu géller det att astadkomma en lyxviska med samma piriformkontur som stan-
dardvéaskan, men lyxbouleviskan ska innehalla tre bouleklot och en malkula. Alla
boulekloten ska ha centrum i planet z = 0 och alla ska naturligtvis vara lika sto-
ra. Prova att placera malkulan pa samma sétt som i standardvéskan. Berékna och rita
lyxvéskan.



3A.12: Splinebilen och andra rymdytor

I ett rektanguldrt omrade i xy-planet ar gitterpunkter givna i ett rutnit av ekvi-
distanta x- och y-varden. I varje gitterpunkt &r héjdvardet ként, det innebar att vi
har en indatamatris z med n, kolumner och n, rader. I uppgifterna nedan géller det
att berdkna och rita rymdytor som interpolerar genom alla givna z-virden och som &r
uppbyggda av naturliga kubiska splines (alltsa inte MATLAB-splines).

Ett landskap har héjderna z uppmétta for z- och y-virden

med h; = hy = 11iett 7 x5 rutnit. Anvand stem3 for att
askadliggora data. Skapa ett mjukt boljande landskap; an-
vand steget dt=0.2 for den lokala variabeln t. Med surfc far z=
man forutom rymdytan ocksa nivakurvor utritade. Men meshz
passar kanske béast for uppritningen dnda? Studera landskapet

fran olika synvinklar med view-kommandot.

Qo B A = DD =] Ot
DR R =R O N
=N~ RO N
o= N RO W
=W UOLW ke O

Berikna hela volymen som landskapet upptar, rdknat fran marknivan z=0. Det blir
en dubbelintegral dér analytisk eller numerisk integration kan anvindas i z-led (snitt-
areor vid fixt y), darefter numerisk integration i y-led. Kontrollera tillférlitligheten i
volymvérdet genom omrékning med finare indelning av dt (halverat steg rekommen-
deras).

Bilkarosskonstruktion

Nu ska du skapa en splinebil och till ditt forfogande finns de tva matriserna nedan for
bilens framparti och bakparti:

15 2 2 3 4 45 4 1
2 4 4 5 8§ 9 8 25
zl=1| 22 42 5 54 |, z2=]1 9 10 9 3
2 4 4 5 8§ 9 8 25
15 2 2 3 4 45 4 1

For fronten bestar gittret av x-vardena —2, —1, 0, 1, 2 och y = 0, 1, 2, 3. For bak-
partiet ar x-virdena desamma, men y-virdena ar nu 34a, 4+a, 5+a, 6+a, dar
a sétts t ex till 0.7 for att astadkomma lutande vindruta. Bygg upp en splineyta for
vardera bilens fram- och bakparti, Z1 och Z2. Skapa dérefter en totalmatris fér bilen,
Ziot = [Z1 Z2] och rita upp bilkarossen.

Ett alternativ till naturliga splines ar “fusksplines”, dvs hermiteinterpolation med
givna derivator i start- och slutpunkt och centraldifferenskvot for de 6vriga derivatorna.
Utnyttja detta i x-led: Ge ett stort virde pa startderivatan (och av symmetriskil lika
stort men negativt virde pa slutderivatan) for varje kurva. Experimentera dig fram.

Komplettera uppgiften med lite storre indatamatriser och formge en egen dnnu
vackrare splinebilkaross!



3A.14: Havsytans buktning 6ver ett undervattensberg

Gravitationen fran en kropp ger upphov till en potential. Kring en sfarisk kropp blir
ekvipotentialytorna sfariska. En ostord vattenyta stéller in sig s& att den féljer en ek-
vipotentialyta. Om jordklotet vore en perfekt sfarisk kropp helt téackt av hav skulle
havsytan alltsa utgora en perfekt sfar, men sa &r inte fallet. Man har upptackt omraden
i oceanerna dir havsytan pa grund av gravitationspaverkan fran stora undervattens-
berg ligger manga meter 6ver normalnivan.

Uppgiften &r att berdkna vattenytans buktning 6ver ett undervattensberg som star
pa en i Ovrigt plan havsbotten i ett omrade dar havsdjupet &r H = 10000 meter.
Densiteten for det jarnhaltiga berget ar p, = 7870 och vattendensiteten ar p, = 1000.
Berget antas vara rotationssymmetriskt kring z-axeln med hojden 2y, = 9800 m och
med basradien R = 8000 m vid havsbotten (planet z = 0). Undersokningen ska utforas
dels for ett konformat berg, dels for ett berg format som en halv ellipsoid.

Utnyttja cylinderkoordinater (r,p,z) for potentialberdkningen. Eftersom proble-
met dr rotationssymmetriskt kommer potentialen i en punkt att vara @-oberoende
och endast bero av hdojden ovanfor planet z = 0 och avstandet fran symmetriaxeln.
Potentialen @ i en punkt (7, 2,) bestéms av

Q(rp,zp) = (2p — H) g — (po — pu) G - L(1p, 2p)

dir ¢ = 9.80 #r tyngdaccelerationen och G = 6.673 - 10! &r gravitationskonstanten.
I(rp, 2p) &r integralen [ [ [ 4, dér s betecknar avstandet fran (ry,0, z,) till en punkt
(r,p, z) inuti berget, och integrationen tas 6ver hela bergvolymen.

Trippelintegralen kan uttryckas

T rztopp  [4(2) r
I(rp, zp) = 2/ / / dr dzdy
o Jo 0 \/ (

rcosp —1p)2 +r2sin® o + (2 — 2)2

Hérled integranduttrycket! Integrationsgransen ¢(z) ar bergets radie vid hojden z.

Utnyttja trapetsregeln for all numerisk integration, forslagsvis med 100 eller 200
delintervall i r-led och 300 i z-led. Integranden &r en snéll periodisk funktion av ¢ och
det bor récka med fyra delintervall i 0 < ¢ < 7. (Motivera detta genom experimentell
noggrannhetsbedémning.)

Berdkna potentialen Q(ry,z2p) i ett antal punkter strax ovanfér den ostérda havs-
ytenivan, till exempel vid z, = H+j for j = 1, 2, ..., jmaz, dir e, far vara 5 i fallet
konformat berg, men maste ha ett hogre vérde i fallet ellipsoidformat berg.

Lat det radiella avstandet r, anta virdena 0, 500, 1000, 2000, 4000, 6000, 10000,
20000, 40000, 60000.

Anviand MATLABs contour for att rita ekvipotentialkurvor.

Intressantast ar forstas nollpotentialkurvan. Hur hogt 6ver den ostérda havsytan
hamnar den? Ur contour-figuren kan den utlésas tdmligen vil. Utnyttja ekvations-
16sning for att med storre noggrannhet bestdmma nollpotentialhdjderna vid de tio
rp-véirdena.

Lagg slutligen en fusksplinekurva genom de erhallna punkterna for att astadkomma
en mjukare nollpotentialkurva.



3A.18: Kladlinan

En tvittlina med langden 2.5 meter ar elastisk med fjaderkonstanten k. Pa den ostréck-
ta linan mellan punkterna (0, 2) och (2.5, 2) finns n stycken krokar (knutpunkter) pa
inbordes lika avstand L, = 2.5/(n+1), dar man hénger galgar med olika tunga plagg.
Plagget pa den i-te kroken har tillsammans med galgen och kroken massan m;.

Kraftsambanden kring varje knutpunkt ger ett ickelinjart ekvationssystem med 2n
ekvationer for att bestamma de 2n obekanta x- och z-viardena for knutpunkterna.
Lat den i-te punkten betecknas H ( = here), dess vistra granne W och dess ostra
granne E. Den t6jda linan mellan W och H har langden Ly = ||W — H|o.

Vid punkten H lyder kraftekvationen:

Sw +Sg—mpyge, =0

dér Sw = k(1 — L, /Lw)(W — H), och Sg erhalls genom att byta W mot E.
Los det erhallna ickelinjara ekvationssystemet med Newtons metod och utnyttja
differenskvoter som approximation till jacobianelementen.

Testdata: Fjaderkonstanten k& = 250, tyngdaccelerationen g = 9.81, antalet krokar
n=>5. Plaggens vikt (i kg): m;=0.4, my=0.1, m3=0.4, my=0.7, mz=0.2.

Rita resultatet! Undersék ocksd hur mycket maximala nedhdngningen péaverkas, da
plaggen byter plats pa linan.

Préva sedan andra n-viarden och upphéngda plagg med andra vikter.



3A.20: Askledaren

En ledande vertikal pelare formad som en halv ellipsoid tas som modell fér en askleda-
re. Uppgiften ar att berdkna ekvipotentialkurvor runt askledaren under ett askvéder.
Potentialen dr noll pa askledarens yta och i det horisontella planet (jorden) z = 0.
Ellipsoiden beskrivs av foljande ekvation med a =1, b =2, ¢ = 100, z > 0:

$2 y2 22

Fordelen med att rdkna pa en ellipsoidisk ledare i stéllet for en mycket tunn cylinder

ar att potentialen V' i punkter i rymden utanfor ellipsoiden kan skrivas som ett explicit
uttryck enligt formeln

a2

Viz,y,z) =FEz ) eller G(p) -V Glo)

G(00) Ez 0 2)

FE &r faltstyrkan pa stort avstand fran askledaren; askmolnet betraktas som oandligt
avlagset och med odndlig utstrackning. Lampligt viarde &r E = 200 V/m. Funktionen
G(p) &r integralen

P 1
G(p) =
v /O¢<1+§g><1+b%><1+c%>3

du (3)

och mellan x, y, z och p finns sambandet

$2 y2 22

a2+p+b2+p+02+p:

1 (4)

Pa planet z =0 och pa éaskledarens yta dér p =0 géller V = 0. Ekvipotentialkurvor
onskas for potentialerna 125, 250, 500, 1000, 2000 V', dvs V; = 2V;_;.

Borja med att berikna virdet G(oo) och visa med analytisk betraktelse att virdet
har minst fem korrekta siffror.

Ur sambandet (2) kan p-virdet for given potential V; och given hojd z; bestdmmas.
Det blir ekvationslosning som kompliceras av att integralen (3) ingar. Nér alla p-vérden
ar kinda kan ekvipotentialkurvorna erhallas genom formel (4).

For att kurvorna i vertikalplan inte ska bli kantiga behévs méanga z-varden. Ta till
exempel steget dz = —0.5 fran z = 100 till z = 95, sedan forslagsvis §z = —5 ned till
z = 20 och dérefter lite tétare igen till slutvirdet z = 10 (eller lagre).

Eftersom ett stort antal p-berdkningar behover utféras och var och en innehéaller
ekvationslosning med integralberdkning &r det nodvéndigt med en effektiv algoritm.
Bra startvarden gor ekvationslosningarna snabbare. En god idé kan vara att berdkna
och lagra p-virdena i en matris i ordning fran sma till stora virden och utnyttja ett
tidigare resultat som startvérde, till exempel sa hér:

Borja vid hogsta hojden 21 och légsta potentialen V; och berdkna p; 1 ur ekvation
(2). Dérefter berdknas p1; = p(21,V;) for j = 2, 3, 4, 5. Fortsdtt med nésta rad i
matrisen: Bestdm po 1 med pq,1 som startgissning, berdkna sedan ps ; for j = 2, 3, 4, 5,
och sa vidare.

Obs! Losning finns endast om V;/E z; < 1. Om z; ér litet och V; &r stort finns ingen rot till
ekvationen. Forklara varfor!

Med hjalp av formel (4) kan nu ekvipotentialkurvorna beridknas och ritas. I hori-
sontella plan blir det kurvor av kéant slag; rita upp nagra, t ex vid z = 100, 95, 80, 40.
I vertikala plan far kurvorna en mer komplicerad form; rita sddana i de tre vertikal-
planen y =0, y =1, y = 2.

En tredimensionell bild med ekvipotentialytor &r trevlig men inte obligatorisk.



3A.22: Bassiangen

Familjen Persson har bestamt sig for att anldgga en snyggt designad swimmingpool pa
sin villatomt pa en kvadratisk yta som &r tio ganger tio meter. Ditt vinnande forslag ar
en bassidngform som bestdms av omradet mellan tva kurvor y = ¢(x) och y = d(x) for
0 < z < 10. Ett tridick laggs intill basséingen for att fylla det 100 m? stora utrymmet.

Polynomkurvan y = ¢(x) bestams genom interpolation i punkterna (0, 4), (2, 1.8),
(4, 2.6), (7, 1.5) och (10, 4). Kurvan y = d(x) definieras av d(z) = 9 — 0.15 (x — 5)%.

Eftersom poolen ska passa bade barn och vuxna later du den fa en mjukt formad
buktig botten enligt z = —F(x,y) dar

F(z,y) = (1.2 + (y — 0.1y% — 0.5) sin z) e~ (@=6)*+(w=5)")/8 | 1,

Uttrycket ar symmetriskt i y-led omkring y = 5. For att finna bassdngens djupaste
och grundaste platser gar det darfor bra att arbeta med funktionsuttrycket F(z,5).
Bestdm dessa positioner med stor noggrannhet.

Familjen Persson undrar hur mycket vatten som ryms i basséngen om den fylls helt
och hallet. Det blir en dubbelintegralberdkning som kréver numeriska metoder.

Perssons funderar pa att ha mosaikkakel pa hela den buktiga bottenytan. Hur
manga kvadratmeter kakel kommer det att krévas?

Om familjen har rad ska de vertikala bassdngviggarna ocksa fa bli kakelklddda.
Hur stort parti kakel maste kdpas till?

Att bestdmma hur méanga kvadratmeter som tradécket kommer att uppta tror
Perssons att de kan rdkna ut sjélva, men det dr nog béast att du hjalper dem med det
ocksa.

Nér basséngen ar fardig tar mamma Persson varje morgon en liten simtur. Hon
hoppar i (eller kliver ner for badstegen) vid (0, 4.5) och simmar i en sicksackbana
via punkterna (zp, c(xp)), (5, d(5)), (10 — xp, ¢(10 — x,)) till basséngkanten vid (10,
4.5) och sedan tillbaka langs samma bana. Hon stiger upp pa samma stélle som hon
hoppade i. Var ska markeringarna finnas for att hennes simtur ska bli sa lang som
mojligt?

Bassangen uppifran




3B.1: Varpan

I varpaspel kastar man en flat sten och det géller att traffa en maélsticka som &r
nedsatt i marken tjugo meter bort. Kastrorelsen beskrivs av differentialekvationerna

d’x dx dz\ 2 dy 2
= kx_ _ + (=

dt? dt dt dt

d| [()?, (i)’
dt dt dt

dér varpastenens luftmotstandskonstant i x- resp y-led ar k, = 0.020, k, = 0.065.
Stenen kastas med hastigheten 19.0 m/s fran 1.50 meters hojd.

Varpans nedslagspunkt beror av kastvinkeln «. Ett kast simuleras genom att
man anger en kastvinkel och 16ser differentialekvationerna med Runge-Kuttas metod
tills varpan tar mark (t o m hamnar nedanfér marknivan y = 0). Interpolera fram
tidpunkt och z-koordinat fér nedslagspunkten.

Problemet att bestdmma vilken kastvinkel som ger vinnande varpakast med ned-
slag inom 1 cm fran malstickan utgor ett ekvationslésningsproblem. Skriv en effektiv
algoritm som beréaknar kastvinkeln och rita upp kastbanan. Tank pa att tva l6sningar
finns till varpaproblemet — en hég och en lag bana.

Diskutera (med hjélp av numeriska experiment) hur de numeriska metoderna och
andra eventuella osékerheter paverkar tillférlitligheten i vinkelresultatet.

d%y

Interpolera sedan i de ovan erhallna och lagrade kastbanevirdena (vektorerna for
t, x, y, &, y) for att astadkomma en tabell dér kasthojden skrivs ut for varje meter i
x-led. For att berdkna tidpunkten da x antar ett visst virde duger linjar interpolation
(om det inte ar alltfor glest mellan vérdena). For berdkning av y vid denna tidpunkt
ar hermiteinterpolation sérskilt 1amplig eftersom g-varden finns tillgéngliga. Rita upp
detta resultat ocksd med markering av varpans hojdlage vid varje meter.

Kast i motvind

Om man kastar i hard motvind méaste luftmotstandskonstanten i z-led séttas till ett
hogre véirde; samtidigt krévs en hogre hastighet vid utkastet for att varpan ska ha
mojlighet att na tjugo meter. Gor egen numerisk simulering av ett eller flera sadana
fall och visa bankurvor 6ver vinnande kast i motvind med de data som du valt.



3B.2: Metallroret

Genom ett tjockvaggigt cylindriskt metallror strommar en het vitska med den kon-
stanta temperaturen 450° C. Cylindervéiggen har innerradien 1.0 cm och ytterradien
2.0 cm. Temperaturfordelningen u(r) i metallen bestams av differentialekvationen

2
rd—u + du_ 0 med w=450 vid r=1 (langdenhet cm).
dr? ~ dr
Omgivande temperatur ar 20° C. Vid r = 2 ar temperaturgradienten du/dr propor-
tionell mot temperaturdifferensen, d v s dér géller du/dr = —K - (u — 20).
K &r en materialkonstant, det sa kallade varmeoverféringstalet mellan metall och
luft. Lat metallen i testfallet ha K = 1.

Gor enligt finitadifferensmetoden en diskretisering av intervallet 1 < r < 2 inde-
lat i N delintervall. Visa hur randvéardesproblemet kan approximeras av ett matris-
problem. Los detta forst for N = 25, fortsatt med successiva férdubblingar av NV tills
onskad precision erhalls — t ex fyra korrekta siffror i temperaturvirdet vid cylinderns
ytterradie. Rita upp temperaturférdelningen i metallen.

Man tillater inte att metallcylinderns utsida far bli varmare d&n 100°. Berdkna vilket
som &r det kritiska K-vardet fér metallen for att detta ska uppnaés.

Undersok dven hur kinsligt detta kritiska K-varde &ar for temperaturvariationer
i vitskan. Det intraffar ndmligen att vitskan i roret rakar stiga till 460° C i stéllet
for att halla det givna temperaturviardet 450° C.

(Problemet kan 16sas analytiskt, gér girna det for kontroll.)

Det visar sig att det tjockviggiga roret &r tillverkat av ett inhomogent material —
varmediffusiviteten i réret har ett radiellt beroende. Temperaturférdelningen w(r)

bestdms nu av 2 DN d
U rD'(r U
G ] 2 -0, 1<r<2
" +( + D(r) ) dr ’ ==

D(r) ar ett tredjegradspolynom med derivatan noll vid inner- och ytterradien, alltsa
vid r = 1 och r = 2, dessutom géller D(2) = 2D(1).
Begynnelsevillkor och randvillkor 4r samma som tidigare. Los samma uppgifter

som ovan.



3B.3: Motordrivna inversa pendeln
Modifierad version av uppgift P8-13 i Kahaner-Moler-Nash.

A famous problem of nonlinear mechanics is known as the inverted pendulum. The
pendulum is a stiff bar of length L which is supported at one end by a frictionless
pin. The support pin is given a rapid up-and-down motion s(t) = Asinwt by means
of an electric motor. An application of Newton’s second law of motion yields the
equation of motion

b= % (g — Aw? sinwt) sin ¢

where ¢ is the angular position of the bar (¢ = 0 when the bar is directly above the
pin) and ¢ = 9.81 m/s? is the acceleration due to gravity.

For A =0 it is called the pendulum equation d) = %sin ¢. Even this equation is
not solvable in terms of elementary functions. But it is known that when A = 0 and
the pendulum is released from rest, i.e. ¢(O) = 0, the period T of the pendulum is

given by
L ™
=2 L kY here K(u) = / dz
g 2 0 V1—cos2usin’x

Use the Runge-Kutta method to compute the motion ¢(¢) and to find the period
(some interpolation may be needed) when A =0, L = 0.4, ¢(0) = 7/4 and $(0) = 0
(this is an ordinary pendulum).

Compare the period computed by your Runge-Kutta program with the value of T'
above computed by an efficient numerical integration method.

The inverted pendulum

The most interesting aspect of the pendulum problem when A # 0 is that for some
A and w-values an inverted pendulum stays pointing upwards and this has been
observed experimentally. Make computer simulations for a bar of length 400 mm
(L = 0.4) which is initially released from rest at the angle 5° (¢(0) = 57/180).

Use the RK4-method to compute the motion ¢(¢) for different values of amplitude:
A =0.18, 0.20, 0.22, 0.24, and a number of w-values: w = 14, 16, 24, 34, 44, 54.

Let Ts = 27 /w. Try the following time-step: dt = Ty/m with m = 50 and m = 100
and solve for 0 < ¢t < 307s. You may also stop when the value of ¢ is less than —m
or greater than 7, why?

Plot ¢ and ¢ as functions of ¢, and also ¢ against ¢ (the phase plane). But the
most interesting plot shows the whole stiff bar at every instant (see rkpendel.m).
Also make a plot that shows the trace of the free end of the bar.

Investigate the exciting behaviour at A = 0.20 further for w-values in the interval
30 < w < 55.



3B.4: Rymdskeppet Futten illa ute

Trots att raketmotorn gar for fullt forblir Futten hangande orérlig pa héjden H Gver

jordytan. Goda rad &r dyra! Kaptenen later rymdskeppet vrida sig nittio grader fran

det tidigare vertikala laget, och i fortsdttningen verkar raketmotorn horisontellt med

oférminskad kraft. Stortar Futten eller klarar sig rymdskeppet ut i rymden?
Newtons rorelseekvationer uttryckta i poldra koordinater lyder:

&—r d—¢2—Gcosa— R—2
dt? it )~ 972
¢ dr d¢ .
T‘W_'_ EE—GSIHO&

dér vinkeln « var noll fore vridningen men blir 90° efter kaptenens mandéver (vid
tiden ¢t = 0). R &r jordradien, g ar tyngdaccelerationen vid jordytan och G &r tyngd-
accelerationen pa hojden H dir Futten blev hingande: G = gR?/(R + H)?.

Med for vart problem lampliga enheter — ldngdenhet jordradie och tidsenhet timme
— giller att g = 20.0 jordradier/tim?2. De nédvindiga startvirdena ges av det faktum
att Futten var helt stilla d& kaptenen &ndrade banriktning.

Skriv ett program som med Runge-Kuttas metod l6ser differentialekvationerna
under sa lang tid att det star klart om Futten stortar eller forsvinner ut i rymden.
Futten befinner sig pa nagra jordradiers hojd da kaptenen gor mandvern. Undersok
forst vad som hénder om starthéjden H &r tva jordradier, prova sedan hur Futtens
bana blir vid nagra andra val av starthdjder. Experimentera dig fram till lagom slut-
tid och lampligt tidssteg. Fundera ut en bra algoritm som med god noggrannhet och
lémplig form av interpolation bestdmmer tidpunkt och positionsangivelse (¢, ¢p, 1)
for banans allra lagsta punkt.

Uppgiften &r nu att med en effektiv algoritm rédkna fram grénsfallets H-vérde,
d v s Futtens starth6jd Hgins som leder till en bana utan att katastrofen blir ett
faktum. Bestdm hastigheten som Futten sveper forbi jordytan med i detta fall. Rita
bankurvan fran begynnelseldget till platsen dar raketen just passerar grantopparna.
Berékna bankurvans lingd, alltsa Futtens tillryggalagda stricka. Gor tillforlitlighets-
bedémning av de erhallna resultaten!

Bankurvan har parabelliknande form, eller hur? Bestdm och rita upp den parabel
som i minstakvadratmetodens mening bést anpassar sig till Futtens bana. Berdkna
parabelbagens langd och jamfér med Futtenstrackan ovan.

Slutligen, om kaptenen vid sin snabba manéver inte lyckas vrida Futten exakt
90° utan vinkeln « slar fel pa t ex fem grader, hur mycket paverkar det raketbanan?
Gor korningar med nagra olika vinklar (girna bade smé och stora avvikelser fran 90°-
mandovern) och studera hur det kritiska H-vérdet dndras! Rita de olika bankurvorna
och gor parabelanpassningen med baglingdsberdkning har ocksa.



3B.5: Stromkretsen

En enkel stromkrets bestar av en kondensator och en spole. Kondensatorn ar upp-
laddad till spdnningen Uj. Spolen innehaller jarn och har strémberoende induktans:
L=Ly/(1+1?%).
Vid tiden ¢ = 0 sluts kretsen och stréommen bestdms sedan av tva samband:

dl

Spanningen 6ver induktansen: U= LE (1)

au
Strémmen genom kondensatorn: I=— o (2)
Visa att f6ljande differentialekvation kan hérledas ur uttrycken ovan (efter derivering

av forsta uttrycket):

a? ~1+12 \dt LoC

Vid tiden ¢ = 0 géller I = 0 och dI/dt = Uy/Ly. Losningen I(t) till differential-
ekvationen ar en periodisk funktion som &r mer eller mindre sinusliknande beroende
av hur Up-virdet valjs.

Gallande data ar Lo =1 H, C' = 1uF. Nagra olika virden pa Uy ska provas, dels
spanningen 240 V d& jarnkdrnans inflytande dr néstan forsumbart, dels tva hoga
spanningsvirden 1200 V och 2400 V d& strémkurvan inte blir sarskilt sinuslik langre.

1 2l <d1>2_ I(1+1?%)

Foére den numeriska behandlingen kan det vara bra att bedéma storleksordningen pa svingnings-
tiden. Det ar latt att rdkna ut frekvensen och svingningstiden for en krets med konstant C' och
konstant L = Lg.

Anviand oded5 for att berikna och rita stromkurvorna (standardtoleransen i
ode4b duger inte, en relativ tolerans som &r flera tiopotenser mindre kan vara nédvan-
dig). Som jamforelse ska du dven utnyttja en egen RK4 for stromkurveberékningarna.

Fundera ut en bra algoritm for att bestdmma strommens toppvérde I,.x och for
att med mycket god precision berdkna svingningstiden 7. Tillforlitlighetsbedémning
av Inax och T kréavs.

Fourieranalys — anpassning med trigonometriskt polynom

Programmet ska gora en fourieranalys av stromkurvan, det vill sdga berdkna koeffi-
cienterna ay, i fourierutvecklingen av I(t):

I(t) = a1 sinwt + ag sin 2wt + agsin 3wt + - - -, dir w = 27/T

Att det inte blir nagra cosinustermer i utvecklingen foljer av att funktionen I(t) ar udda.

For koefficienterna i formeln géller:
9 T
ap = —/ I(t)sinkwtdt, k=1,2,3,...
T Jo

Vid valet av numerisk integrationsmetod bor du ténka pa att integranden &r en
periodisk funktion. Berdkna de 14 forsta fourierkoefficienterna. Om stréommen &r
néstan sinusformad bor alla koefficienter utom den forsta vara mycket smé, stdmmer
det? Det symmetriska utseendet hos stromkurvan gor att vissa fourierkoefficienter ar
noll (teoretiskt i alla fall). Vilka &r det och hur vél stdmmer teori och praktik?

Rita i samma figur upp stromkurvan samt resultatet av fourierutvecklingen, dels
da bara de tre forsta termerna tas med, dels da alla fjorton finns med.



3B.6: Kappen som knacks

En svarvad kidpp med lingden L har cirkuldrt tvarsnitt med tvéirsnittsradien r(x).
Kéappens konturkurva, alltsa r(x), bestdms av naturliga kubiska splines genom sju
givna punkter (x;, ;) med x1 =0, x7=L och avstandet L/6 mellan x;-virdena.

Berdkna konturkurvan fér en kipp med L = 1.2 och r = 0.01 (2.2 + telefonnr),
dels for telefonnr = 79 0 8 0 7 7 (numret till Nadas studentexpedition) dels for
numret 79 0 0 9 3 0 (till Nadas telefax). Rita konturkurvan och markera ockséa
interpolationspunkterna.

Kéappen som har medellinjen langs z-axeln utsétts for en tryckkraft P i axiell
led. Vi studerar kippens medellinje som nu kommer att fa en utbojningskurva y(x)
med y(0) = 0 och y(L) = 0. Vi vill veta hur stor kraft P som kravs for att kippen
ska knéckas. Utbdjningen y(x) bestdms av differentialekvationen

El(x)y’ =—Py, y(0)=0, y(L)=0 darI(z)= %r(:ﬁ)‘*
(troghetsmomentet vid cirkuldrt tvirsnitt) och £ = 10® (materialkonstant).

Borja med att diskretisera kippen i N = 30 delintervall (dvs med vart och ett av
de sex interpolationsintervallen delat i fem delar) for att omforma problemet till ett
matrisproblem pa formen Ay = Ay, dir uttrycket for A innehéaller kraften P och
materialkonstanten E.

En trivial 16sning till detta problem ar y = 0 (det vill sdga ingen utbojning alls).
For vissa viarden pa P finns det icketriviala losningar och det ar da som képpen
riskerar att knéckas. Det ar det minsta av dessa P-viarden som &r mest intressant,
vilket innebér att det till beloppet minsta egenvirdet A till A maéaste berdknas. Nar
det dr kint kan kniickkraften P bestimmas ur sambandet P = —AE/(dz)? dir
0x = L/30 om képpen diskretiserats i 30 intervall. Harled sambandet!

Matlabfunktionen eig(A) berdknar alla egenvérden; gor sort(eig(A)) for att
ordna dem. Det ar enbart ett av dessa egenvérden som ar av intresse hér!

Det finns en numerisk metod, inversa potensmetoden, som iterativt bestammer

det till beloppet minsta egenvirdet till en matris A. Algoritmen lyder:
Starta med en kolumnvektor x med alla komponenter lika med ett. Upprepa féljan-
de satser: Bilda u = x/||x||2; 16s systemet Ax = u med hjilp av tridia; bilda
¢ = u'x; avbryt néir tva pa varandra foljande g-virden Sverensstimmer med for-
slagsvis fem siffror. D& géller A = 1/q. Kontrollera att resultatet fran denna metod
overensstammer med eig(A)-vardet.

For att kndckkraften ska erhallas med god noggrannhet behévs en finare diskre-
tisering. Forutom for IV =30 ska P-berdkningen utféras for N = 60, 120, 240. Gor
en noggrannhetsbedémning av knackkraftsvirdet.

En jamntjock kipp med samma P-viarde som géller for var kndliga kipp har en

konstant radie pd \/4PL?/En3. Rita in den!
Utfor konturberdkningar och kndckkraftsberdkningar for bada testfallen. Rita

2D-konturkurvan och den tredimensionella kippen. Ta sedan ett eget telefonnummer
som data och utfér berdkningarna ovan.

~ -
-— -




3B.7: Partikeln i faltet

Laddade partiklar ror sig med hog hastighet in i ett omrade dér det finns tva elektro-
magnetiska kraftfalt. Vid passagen inuti de bada kraftfalten kroks partikelbanorna.
Utanfor kraftfalten dr banorna ratlinjiga.

Félten finns inom tva cirkuldra cylindrar bada med radien R och med axlarna
parallella med z-axeln, mittpunkter vid x = a1, y = b1 respektive x = aq, y = bo.
Det elektriska faltet i cylindrarna &r E = F (1, 0, 0) respektive E = E (-1, 0, 0)
med konstant faltstyrka E. Det magnetiska féltet ar riktat i z-led och ar starkast
(w—al)]z;r(y—bl)2 )

i mitten. I forsta cylindern géiller B = B (0,0, 1 — w och i den

andra: B = B (0,0, —(1 —w (ﬂ?—az);+(y—b2)2))

mellan 0 och 0.5.

Om partikelns position vid tiden ¢ beskrivs med vektorn r(t) sa géller foljande
differentialekvation for partikelrérelsen: mi = @Q (E + ¢ x B), ddr m &r partieklns
massa och ) dess laddning.

Betrakta forst rorelsen for en partikel. Den har hastigheten vy nar den kommer
farande langs negativa x-axeln i positiv riktning. Vi borjar studera rorelsen néir den
passerar origo. Om partikelns hastighetskomponent i z-led &r noll utanfor falten
s& forblir den noll inuti de ovan beskrivna félten; partikelbanan blir plan och kan
beskrivas med enbart z- och y-koordinater. I detta fall erhalls differentialekvationerna

Q Q

;%:E(E—i—(l—w%)By), j=——< (1—w%)3¢ . dr

. w ar en viktfaktor med ett varde

r = (z—a1)?+ (y —b1)?,

om partikeln befinner sig i forsta kraftfaltet. Harled dessa uttryck ur kryssprodukts-
formeln ovan. Pa motsvarande satt erhalls uttrycken inom andra kraftfaltet. Utanfor
cirklarna (som cylindrarna nu reducerats till) galler m# = 0, d v s partikelrérelsen
blir ratlinjig.

Var studie giller elektroner med massan m = 9.1091 - 1073! kg och negativ
laddning @ = —1.6021 - 10~'? C. Hastigheten &r vy = 455 - 10 m/s. Ovriga data:
E =200 V/m, B =0.92-10"% Wb/m?, R = 0.012 m, a; = 0.015, b; = 0,
as = 0.030, by = 0.034. Viktfaktor w = 0.2.

Berékna elektronens bana fran z = 0 tills den med god marginal lamnat den
andra cylinderns kraftfalt. Utnyttja kunskapen om ratlinjig rorelse utanfor kraftfal-
ten (med ekvationslosning for skiarning mellan rét linje och cirkel). Anvind RK4 for
16sning av ode-systemet inuti kraftfalten och utfér lamplig interpolation for att er-
halla elektronens position precis vid utgangen av varje falt. Prova dig fram till lagom
tidssteg som ger acceptabel noggrannhet och motivera det valda steget!

Lat nu tre elektroner alla med hastigheten vy i z-riktningen komma in i parallella
banor; startpositioner vid t = 0 & x = 0 och y = —0.002, 0, 0.002. Beridkna och
rita de tre elektronbanorna med samma viktfaktor w = 0.2 som ovan. Efter passagen
genom kraftfdlten &r banorna inte parallella ldngre. Genom att forflytta det andra
faltet 1 y-led (alltsa dndra bp-vérdet) kan man astadkomma att banorna for elektron
nr 1 och 3 blir parallella igen. Anvind nagon effektiv algoritm for att bestdmma
cylinderplaceringen.

Magnetfaltets styrka beror av viktfaktorn w. Man vill studera hur en &ndring av
w-vardet paverkar slutriktningen for de parallella elektronbanorna. Utfor berdkning-
arna for w = 0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5.



3B.8: Pilbagen

Busiga Bertil upptécker att skolsalens enmeterslinjal ar s& bojlig att den borde duga
till pilbage. Han spanner ett snore mellan linjalandarna — det rakar finnas smé hal
just vid nollstrecket och vid enmetersmarkeringen — och drar at snoret sa att bagen
buktar 30 cm vid mittpunkten.

Uppgiften &r att bestdmma formen pa pilbagen. Den blir symmetrisk kring mitt-
punkten sa det récker att behandla hégra halvan av intervallet —a < x < a. For
utbojningen y(z) géller foljande differentialekvation

ay 973/2

1y (%) ] 0

dér storheten g beror av linjalens materialegenskaper som elasticitetsmodul och trog-
hetsmoment.

Randvillkoren ar: y(0) = 0.3, ¥'(0) = 0, y(a) = 0. Dessutom finns villkoret att
pilbagens langd &ar exakt en halv meter fran z = 0 till z = a.

Det blir fraga om ett ickelinjéart randvirdesproblem med tva okinda konstanter
a och ¢, ganska komplicerat! Goda startviarden behdvs for att de iterativt ska kunna
bestdmmas.

Borja déarfor med att 1osa det forenklade problemet dé y'-termen forsummas, for
att sedan kunna utnyttja resultatet som startgissning till det ickelinjara problemet.
Forenklingen ger differentialekvationen 3” + gy = 0 med randvillkoren ovan. Visa
att l1osningen kan skrivas y(x) = 0.3 cos \/gr och ange sambandet mellan a och g.

Viérdet pa a bestdms ur villkoret om pilbagens ldngd. Det blir ett kombinerat

integral- och ekvationslosningsproblem dér béaglingdsintegralen [ /1 + v/(z)? dx
ingar. D& a ar bestamd kinner vi ocksa ¢, och darmed hela pilbagsformen y(x).

d%y
a2 T

Nu kan den ursprungliga differentialekvationen betraktas igen. For ett givet vér-
de pa ¢ innebér de tva villkoren vid x = 0 att vi har ett begynnelseviardesproblem
att 16sa, och a-véirdet erhalls vid kurvans skdrningspunkt med z-axeln. Bestdm den-
na punkt med stor noggrannhet. Kontrollera darefter hur vél baglangdsvillkoret &r
uppfyllt. Prova ett nytt ¢-virde och automatisera sokandet till en effektiv algoritm
for att 16sa ekvationen baglingd(q,a(q)) = 0.5, sa att pilbagens rétta form erhalls.

Rita upp pilbagen och designa slutligen en kubisk bézierkurva som &verensstam-
mer sa bra som mojligt med halva pilbadgen och har en baglingd péa en halv meter.



3B.9: Stromning intill en vagg

Maélaren star ju i forbindelse med Ostersjon via Stockholms strém. De minskliga
fiskarna i Mélaren vill girna att de djuriska fiskarna i Ostersjon ska ta sej upp genom
strommen, men torsk och stromming nobbar denna omvénda forsranning.

STROMMINGSSKOTARNA heter den fiskvardsférening som foreslagit en anordning
for att underlatta uppfarten och som kallat dig att utreda forslaget numeriskt. Mitt
i stromfaran ska en femton meter lang vertikal vigg stricka sig fran bottnen till
ytan. Friktionen gor att vattnets hastighet minskar narmast vaggen, och déar skulle
alltsa strommingen kunna tas sig fram motstroms. Det géller for dig att berdkna hur
vattenstromningen kommer att férandras av viggen och vilken kraft vaggen kommer
att utséttas for. En snabbkurs i hydrodynamik foljer!

Lat viggen ligga lings z-axeln fran origo till 2,44 = 15. Lat u(x,y) och v(x,y) vara
vattnets hastighetskomponenter i z-led respektive y-led. For x < 0 och for stora y
rader dnnu det ursprungliga tillstaindet v =0, u = us = 1 m/s, men ju nérmare
vaggen man kommer, desto lagre blir hastigheten. En tankbar fysikalisk modell ar
blasiusstrommning, som ges av tva partiella differentialekvationer

ou n ou 0%u b ou n v 0
U—+v—=—=v— och —+—=0.
Ox oy Oy? ox Oy
Hir & v = 0.001 m?/s den kinematiska viskositeten for geggigt vatten. Blasius
inférde variabeln n = yy/us/vx i stéllet for y och kunde sedan skriva 16sningen

som
Voo

" (nf' = 1),

dér f satisfierar foljande ordinédra differentialekvation med randvillkor

Uzuoof/(T]% U=

ffP+2f"=0, f(0)=0, f((0)=0, f(0)=1.

Los ekvationen med inskjutningsmetoden! Gor approximationen oo =~ 10 (motivera
vettigheten i detta).

En stromming simmar alltid rakt motstroms, d v s langs en sa kallad strémnings-
linje som bestdms av differentialekvationerna dx/dt = —u(z,y), dy/dt = —v(z,y).
Rita upp stromningslinjerna for fyra strommingar som kommer in 10, 15, 20 resp 25
cm fran viggen, alltsa i punkterna (24494, 0.10), (Zyagg, 0.15) osv. Viss interpolation
blir nédvéindig for hogerledsberdkningen vid 16sningen av differentialekvationerna.
Genom att studera hastighetens belopp pa strémmingens vig kan man avgdra hur
pass mycket vaggen underlattat fiskens uppfart.

Den kraft viggen utsdtts for motsvaras av vattnets hastighetsminskning eller
mera korrekt rorelseméngdsminskningen per tidsenhet. Lat H =4 vara vagghojden.
Genom tvérsnittsarean H dy strommar varje tidsenhet massan pu H dy och dess
hastighetsminskning jamfort med urtillstandet ar uo., — u, vilket ger uttrycket for

kraften
FzQpH/ u(uoo—u)dy:2pH1/—/ U (Uoo— u) dn .
0 Uco JO

Inséttning av @ = Xyq99 = 15 m och p = 1000 kg/m? ger totala kraften i newton.
Berakna den!



3B.12: Ljudvagor under vattnet

Modifierad version av uppgift P8-15 i Kahaner-Moler-Nash.

The speed of sound in ocean water depends on pressure, tempera-
ture and salinity, all of which vary with depth in fairly complicated

ways. Let z denote depth in feet under the ocean surface (so that the z | c2)
positive z axis points down) and let ¢(z) denote the speed of sound 0 | 5050
at depth z. We shall ignore the changes in sound speed observed 500 | 4980
in horizontal directions. It is possible to measure c¢(z) at discrete 1000 | 4930

values of z; typical results can be found in the table. We need ¢(z) 1500 | 4890
and also ¢/(z) between data points. Fit the data in a least-squares 2000 | 4870

sense with the non-linear model function 2500 | 4865
- 3000 | 4860

¢(2) = 4800 + p1 +pa g5 +pae 2/1000 3500 | 4860

4000 | 4865

To obtain startguesses, solve the linear approximation problem with 5000 | 4875
ps = 1. Make a plot over the data points and the received model 6000 | 4885
curve c(z). 7000 | 4905

Since the sound speed varies with depth, sound rays will travel in 8000 | 4920
curved paths. A fixed underwater point emits rays in all directions. 9000 | 4935
Given a particular point and initial direction we would like to follow | 10000 | 4950
the ray path. Thus letting x be the horizontal coordinate we know | 11000 | 4970
the initial values: ¢ = 0, z = 29, dz/dz = tan By, where By denotes | 12000 | 4990

the angle between the horizontal line z = 2y and the ray in the start
point.
The ray path z(x) is described by the following second order differential equation

£l
dr? qoc(z)3

where go = (c(20)/ cos p)%. Use the Runge-Kutta method (or ode45) to trace the
ray beginning at zp = 2000 feet and By = 7.8 degrees. Follow the ray for 25 nautical
miles (1 nautical mile is 6076 feet). Plot the curve z(z). You should find that the
depth at xf = 25 nautical miles is close to 2500 feet.

Now suppose that a sound source at a depth of 2000 feet transmits to a receiver
25 miles away at a depth of 2500 feet. The above calculation shows that one of
the rays from the source to the receiver leaves the source at an angle close to 7.8
degrees. Because of the nonlinearity of the equation there may be other rays leaving
at different angles that reach the same receiver. Run your program for §y in the
range from —10 up to 14 degrees, plot the ray paths and print a table of the values
z(x).

We are interested in finding values of 3y for which z(z¢) = 2500. Use an efficient
algorithm to determine the rays which pass through the receiver. Discuss the accuracy
of your results.



3B.13: Vindkastet

En aprildag med varma sydvindar trédnar Pelle bollkast pa sportplanen. Han kastar i
viig bollen 6sterut med utkastvinkeln (i vertikalplanet) 30°, hastigheten 25 m/s och
héjden 1.4 m. Pelle har fotterna i origo i ett koordinatsystem med horisontella -
och y-axlar, = at oOster, y at norr (i vindens riktning). Differentialekvationerna for
bollbanan blir

i=—qi, §=—q@H-az), i=-981—qli, dir ¢=cvE+ (- a(2)? + 2.

Luftmotstandskoefficienten ¢ beror av bollradien och massan och &r for Pelles boll
¢ = 0.070. Vindstyrkan &r 7 m/s vid marken och 6kar den hér aprildagen med hojden
enligt: a(z) =7+ 0.35z.

Visa hur differentialekvationerna kan skrivas om pé vektorform till ett system av
forsta ordningens differentialekvationer och ange startvektorns komponenter.

Anvind en effektiv algoritm som bestdmmer kastbanan tills bollen natt mark
och berdknar nedslagsplatsen noggrant — nagon form av interpolation kan behdvas
eftersom rédkningarna inte ska utforas med ett onddigt kort tidssteg. Bedém nog-
grannheten i resultatet.

Rita kastbanan — plotkommandot for att rita en kurva i 3D ar plot3(x,y,z)
dar x, y och z ar vektorer som innehaller kurvpunkternas koordinater.

Pelle vill att bollen trots vinden ska sla ned rakt Osterut, alltsa pa z-axeln. Hur
ska han vénda sig i kastogonblicket for att dstadkomma det? Hans utkastvinkel i
vertikalplanet ar fortfarande 30°. Utvidga programmet med en effektiv algoritm for
detta.

Pelles boll studsar faktiskt nér den slar ner pa marken. Bollens hastighetskom-
ponenter blir vid studsen samma i z- och y-led som de var just vid nedslaget, medan
hastigheten i z-led byter tecken.

Lagg pa en lagom dédmpning, till exempel en ddmpningsfaktor pa 0.80 vid varje
studs. Visa en bild 6ver bankurvan fér den studsande bollens fem forsta studsar, néar
Pelle kastar i viag bollen sa att forsta nedslaget hamnar pa z-axeln.



3B.15: Glodtraden

Betrakta randvardesproblemet

d2u

= ou' — I*R(u), w(0) =10, «/(L/2)=0.

Problemet &r att finna temperaturfordelningen u(x) i en stromférande metalltrad
med langden L = 0.40 m, da traddndarna halls vid den mycket laga temperaturen
10 K. Pa grund av symmetrin récker det att betrakta halva tradens lingd med rand-
villkoren ovan.

Resistiviteten i traden dr temperaturberoende: R(u) = 2 4 0.05ulnu. Stralnings-
konstanten dr ¢ = 10~7. Man vill férst 16sa problemet da strommen I &r fem ampere.

Anvénd finitadifferensmetoden och gor diskretisering i IV intervall. Visa hur rand-
vardesproblemet kan approximeras av ett ickelinjart ekvationssystem. Los systemet
dels for N = 40 dels for N = 80. Fortsatt att fordubbla om du tycker att noggrann-
heten &r otillracklig. Rita upp temperaturfordelningen i traden.

Vi vill ocksé finna temperaturférdelningen i traden da stromstyrkan dr betydligt
hogre, dnda upp till 50 A. Nar strommen &r sa stark blir traden glodhet pa mitten
men ar fortfarande ytterst kall i &ndarna. Det kan vara knepigt att hitta fungerande
startgissningar.

Fundera ut en lamplig algoritm som successivt 16ser mellanliggande tempera-
turfordelningsproblem — forst for stromstyrkor strax 6ver 5 A och dérefter lagom
stromhdjning. Algoritmen bér ddrmed klara av att berdkna de knepiga temperatur-
fordelningskurvorna som hoga stromstyrkor ger upphov till.

En annan tdnkbar algoritm for randvéirdesproblem &r inskjutningsmetoden. Gor
nu en jamforande studie genom att ocksa prova denna metod pa glodtradsproblemet
forst vid den laga stromstyrkan 5 A, déarefter vid allt hogre stromstyrkor.



3B.16: Satelliten

En satellit ror sig i ett kretslopp kring jorden och manen. De tre kropparna bildar
ett plan i rymden och vi lagger ett koordinatsystem i detta rorliga plan: xz-axeln &r
linjen som gar genom jorden och manen; origo laggs i dessa kroppars masscentrum,
och langdenheten véljs sa att avstandet jorden—ménen &ar en enhet.
p = 1/82.45 &r forhallandet mellan manens och jordens massor; jordens centrum
finns i (—p, 0) och méanens centrum i (1—u, 0). Satellitens massa ar forsumbar jamfort
med de bada andra kropparna och dess ldge som funktion av tiden ar (x(t), y(t)) i
detta koordinatsystem, som ju ror sig allt eftersom ménen roterar kring jorden.
Differentialekvationssystemet nedan beskriver satellitens rorelse. Parametervirdet
c = 0 ar naturligast, ett c-vérde skilt fran noll innebér att man simulerar viss friktion
i rymden.

. . Az + T —A ) . . A .
rT=2y+x— ( 3'u)—#( 3 )—CZL', y:—2x+y——.§—ﬂ—g—cy
1 T3 1 T3

dir A=1—p, ri=(x+p)?+y% r2=(x—-N)?+2
Vid tidpunkten ¢ = 0 befinner sig satelliten i punkten (1.2, 0) och har hastigheten
vo 1 negativ y-riktning, dvs £(0) =0, ¢(0) = —vo.

For att fa differentialekvationernas enkla utseende géller att tidsenheten och
lingdenheten r listigt valda. Tiden har skalats sa att en tidsenhet &r 3.751 - 10°
sekunder. Langdenheten dr som ovan sagts avstandet mellan jordens och manens
centrum vilket &r 3.84 - 10° km. Jordradien &r 6370 km.

Behandla fallet ¢ = 0. Vi dr intresserade av att hitta en periodisk 16sning till
satellitbanan, sa att satelliten efter tiden T aterkommer till sitt 1ldge vid ¢ = 0 med
samma hastighetsvektor som da. Man vet att det finns en sadan bana for ett vy-vérde
som ligger strax dver 1 och att omloppstiden T blir drygt sex tidsenheter. Anvind
denna kunskap for att bestamma vy och T" med tresiffrig precision.

Borja med att berdkna banan for vg = 1: Los differentialekvationerna med ode45
fram till en tidpunkt som med god marginal ligger under omloppstiden och rita upp
banan. Fortsétt darefter med Runge-Kuttas metod fram till dess att satelliten just
korsat z-axeln. Berdkna (med lamplig form av interpolation) ¢-virdet och @-virdet
vid z-axelpassagen. Notera hur mycket den berdknade hastigheten i z-led avviker
fran det onskade nollviardet. Rita hela banan. Satellitbanan har ett riatt intressant
utseende i detta koordinatsystem.

Gor om berdkningarna for vg = 1.1, och automatisera dérefter sékandet till en
effektiv ekvationslosningsalgoritm for att finna den starthastighet vy som astadkom-
mer att & = 0 efter ett helt varv. Vad blir omloppstiden omriknat i dygn? Diskutera
tillforlitligheten i resultatet.

Hur néra jordytan passerar satelliten? Ange avstandet i km och tidpunkten i
dygn vid de tva tillfdllen under banan da satelliten dr som nédrmast.

Genomfor hela simuleringen en gang till men med satelliten i punkten (1.21, 0)
vid ¢ = 0. Hur néra jordytan sveper satelliten?

Nér man i en simulering rakade sétta vg till 1.5 visade det sig att hela forfarandet
konvergerar mot en annan periodisk satellitbana. Hur ser den ut? Vilken omloppstid
och minsta avstand till jordytan?

Infoér nu friktion, 14t ¢ = 1 och 16s differentialekvationerna med samma begyn-
nelsevirden som i det forsta periodiska fallet ovan. Vad tycks ske med satelliten?



3B.17: Struthatten

Stjarngossestrut och krafthatt — tva utvecklingsbara ytor

En trevlig struthatt far man av en sned kon med spetsen i punkten (a, 0, b) och med
cirkelformad bas, z = Rcosu, y = Rsinu, 2 =0, 0 <u < 27.

Med R = 7.8, a = 5.5 och b = 11 blir hatten lagom stor for kraftskivan. Med véardena
R =28.8, a =12 och b = 36 far vi en stjarngossestrut.

Koner har den goda egenskapen att de kan dstadkommas genom rullning av plant
material som t ex papper eller plat. En rymdyta av detta slag kallas utvecklingsbar
(med ett finare ord developabel) och har stor betydelse i tillverkningsindustrin. Det
galler att kunna rakna fram konturen till rymdytans plana mall.

Med hjalp av differentialgeometri och egenskaper hos
rymdytan (i vart fall den sneda konen) kan man hérleda .
foljande tre differentialekvationer som beskriver klipp-
arkets buktiga monsterkurva:

d_a_ R —acosu
du /b2 + (R — acosu)? P
d¢ dr

Tu Rcos a, T Rsin«

dér € och 7 &r kurvans z- och y-virden da parametern u
l6per fran 0 till 27, och « ar lutningsvinkeln fér kurvan

i punkten (&, 7).
Startvirden i punkten A: v =0, o« =0, £ =0, n = 0. Kurvan slutar i punkten

B dar parametern u har natt 2.
Los differentialekvationssystemet med Runge-Kuttas metod och rita kurvan fran
A till B. Fyrtio steg kan vara lampligt for att fa snygg kontur. Konens spets kommer

pa klipparket att vara beldgen i punkten P = (0, Vb2 + (R — a)2>, motivera det!

Om man néjer sig med bara atta eller tio delintervall i RK4 far man faktiskt
tillracklig noggrannhet (cirka fyra korrekta siffror) i de berdknade virdena pa «, £
och n (kolla det experimentellt!), men kruxet ar da att fa kurvan att bukta snyggt
mellan punkterna. Interpolation med kvadratisk bA@zierkurva i varje intervall ger
prydlig 16sning. Styrpunktens ldge bestdms helt av &, 7 och a i de bada inter-
polationspunkterna. Redovisa en hérledning av styrpunktskoordinaterna.

Berédkna och tillverka kréafthatten och stjarngossestruten. Visa i liten skala och
kanske ocksa i naturlig storlek!

Om slutvinkeln a(27) i mallen &r 7 eller 7/2 blir tillskdrningen av strutmallarna
enklare och det blir mindre materialspill. Lat R = 7.8 och a = 5.5 och berédkna
vilken hojd b som krafthatten kommer att fa vid tillverkningskravet «(27) = 7. For
lussestruten: behall R = 8.8, a = 12 och och berékna héjden b sa att a(27) = 7/2.

Bestdm matten hos det minsta rektanguléara klippark som innehaller strutmallen
for denna krafthatt respektive lussestrut. Berdkna med numerisk integration hur
stort materialspillet blir. Ange ocks& hur méanga procent av arket som ar spill.

Visa mallar och strutar!



3B.18: Teslatrasslet — snurrig bana i magnetfalt

Genom en ring med radien a gar strommen [y. Ringen dr
placerad i planet z = 0 med centrum i origo. Strommen
ger upphov till ett magnetfélt. Lat q vara en punkt pa
ringen, q = (acos ¢, asin ,0). I punkten p = (r,0, 2)
bestdms det magnetiska filtet enligt Biot-Savarts lag av

Hr Lo /7r 1(90) X S(SO)

B(r707z) = 47_‘_ 83

adyp

—T

pr ir permeabilitetstalet for ledaren och g = 47 1077 (i Sl-enheter).
i(p) = Ip(—sinp,cosp,0), s(¢) = p—q = (r —acosy, —asing, z) och s &r
avstandet ||p — qll2 = /(r — acos ¢)2 + a?sin? p + 22.

Visa att faltkomponenterna blir

T zcosp
ng@, By:(), BZ:C

—T —Tr

T a—rcosp
s3 de

B, =C
dir konstanten C' = p,Ipa - 1077 med Iy i ampere och a i meter. Enheten for
magnetisk flodestdthet ar tesla. Magnetfaltet har som synes endast komponenter i
radiell led och i z-led. Av symmetriskél géller detta for alla vertikala plan genom
origo. Komponentbeteckningen B, (i planet y = 0) ersétter vi darfor med B, som
betecknar radiell faltkomponent.

Faltlinjeberdkning: I varje vertikalplan genom origo (rz-plan) beskrivs de mag-
netiska faltlinjerna i parameterform, (r(v), z(v)), av differentialekvationssystemet

dr/dv = B.(r,z), dz/dv= B,(r,z), r(0)=rg, 2(0)=0.

Anvind RK4 eller ode45 for den numeriska behandlingen. Utnyttja vid berdkning
av B, och B, att integranderna ar periodiska funktioner. Faltlinjerna bildar slutna
ovala kurvor; rita kurvor fér rg = 0.2a, 0.3a, 0.4a, 0.5a.

Data: a = 0.1, Iy = 2.0, u, = 40000.

Beridkning av partikelbanor: En laddad partikel, laddning @), massa m, paverkas
av det magnetiska faltet fran den stromforande ringen. Partikelbanan ar tidsberoen-
de, s(t) = (z(t),y(t), 2(t)), och beskrivs av differentialekvationen ms§ = Q (s x B).
Magnetféltet har i punkten (z,y, z) komponenterna B, = £B,, B, = YB,, B,, dar
r = \/x?+y? Infor ¢, = Q/m. Hirled foljande rorelseckvationer fér en partikel
med given startposition, riktning och hastighet:

& =c,(yB, — 2By), U§=cp(¢By —1B,), Z=cp(tBy—yBy).

Skriv om till ett system av forsta ordningens ODE och utnyttja ode45 for att berdkna
och rita banan for en partikel med laddning/massa-forhallandet 2 - 107 (As/kg).
Experimentera med olika kombinationer av begynnelsepositioner och starthastighet.
For testfallets partikel géller

z(0) = 1.2a, y(0) =0, 2(0) = 0.15a, #(0) =0, y(0) = vy, 2(0) =0

med vg = 200000 m/s. Hur mycket varierar hastigheten under den trassliga farden?



3B.19: Dubbelpendeln

En viktl6s stang med léngden L &r med ena dnden friktionsfritt fastad i origo och har
en kula med massan m; i sin andra dnde. En stang med langden Lo &r friktionsfritt
upphéngd i mq-kulan och har en kula med massa my ytterst. Tillsammans utgor
systemet en dubbelpendel som kan komma i rejal svangning.

Lat o1 och o utgora stangernas vinklar med lodlinjen. Da bestdms pendlarnas
rorelse av foljande differentialekvationer:

(m1+ma)L1¢1 + maLaps cos (p1 —pa) + maLa@isin (w1 —p2) + g(my+ma)sinp; =0
maLope + maly$y cos (p1—@2) — mnggb% sin (1 —@2) + gmasinps =0

dir g ar tyngdaccelerationen, g = 9.81 m/s?. Dividera med mg och infér ¢ = my/mo
samt c12 = cos (1 — @2) och s19 = sin (1 — p2). Systemet blir nu:

(14 q)L1¢1 + Laciopa = —Lapisia — g(1 + q) singy
Liciopr + Loy = L1p?s12 — gsin o

For att kunna l6sa differentialekvationerna numeriskt behoéver vi férst ha dem pa
formen @1 = f1(p1, 02, ¢1,92) och Po = fa(p1, p2, P1,P2). Los dirfor 2 x 2-systemet
for hand sa att onskade uttryck for ¢; och @9 erhéalls.

Overfor direfter differentialekvationerna till ett system av forsta ordningens ODE
sa att RK4 eller ode4b kan utnyttjas for att numeriskt erhélla losningskurvor ¢4 (t)
och @o(t).
Studie 1: Ly = 0.6, Ly = 1.2, mo = 2m;. Lat dubbelpendeln vid tiden ¢ = 0
ha startvinklarna 60° och 45°, dvs ¢; = 7/3 och w9 = 7/4, och da slédppas fran
stillastdende. Berékna och rita upp ¢1(t) och ¢o(t) tills fem sekunder gatt. Bestdm
ocksé dubbelpendelns z- och y-koordinater vid varje tidssteg och visa pendelférloppet
(se rkpendel.m).

Studie 2: Ly = 1, Ly = 2, mg = my. Pendeln sldpps fran stillastdende med
startvinklarna 90° och 60°. Losningskurvorna ¢1(t) och ¢o(t) ar inte periodiska men
heller inte sa langt ifran. Det bor vara mojligt att finna startvinklar sadana att
dubbelpendeln far ett periodiskt forlopp. Formulera en algoritm for effektiv 16sning
av detta problem och visa pendelrorelsen under nagra perioder.



3B.20: Fargrander — utspridd farg i randigt medium

En fargklump rakar falla ned i en kanal dar vatten strommar genom skikt av olika
porosa material. Kanalen stricker sig fran x = 0 till x = L. Féargklumpen spills
vid & = L/2 och orsakar direkt en koncentrationsfordelning wug(x) = e 12@=L/ 2)?,
Mingden spilld firg ir Mo = [ ug(x) dz.

Med tiden ror sig fargflacken och sprids ut i hela kanalen. S& sméningom upp-
nas ett "randigt” jamviktstillstand for fargkoncentrationen w(z) i kanalen. da u(x)
bestdms av en andra ordningens differentialekvation.
Mediet i kanalen (ringformad i figuren) bestar av ater-

kommande skikt av tva porosa kompositmaterial med e
olika materialegenskaper (densitet, etc). o4
0.2

For diffusiviteten (dvs spridningsbenégenheten for fér-
gen) galler att medelviardet d&r Dy = 0.005 och D(z) °
overstiger Dy i de morka kompositskikten och lig- 02
ger under Dy i de ljusa. For enkelhets skull antar vi -04
D(z) = Do (1 4 0.5sin27z). dér skikten dr en halv -0e
laingdenhet vardera.

(x 16per utmed kanalen, dvs ldngs cirkelbagen i detta fall).

Stromningshastigheten a(z) for fargen i mediet uppfyller a(x) = 0.06 i de morka
skikten och a(z) = 0.02 i de ljusa. Vid skiktgrénserna (diskontinuitetspunkterna
x=0,0.5, 1, 1.5,..., L) far hastigheten anta medelviardet a(x) = 0.04.

Differentialekvationen for fargkoncentrationen i jamviktstillstandet lyder:

2
D(m)% + D'(a:);l—z — % (a(x)u) =0, 0<az<L.
Randvillkoren for fargkoncentrationen i en sluten kanal &r av kontinuitetsskél:
u(0) = u(L) och 9(0) = 2(L).

Lat undersokningen gélla en kanal med L = 4. Anvénd finitadifferensmetoden
med steget h = L/80 for att bestdmma koncentrationsférdelningen vid jamvikt. Det
blir ett matrisproblem pa formen Au = 0 med singulér systemmatris. For att fa den
onskade entydiga losningen maéste villkoret fOL u(x)dx = My utnyttjas pa lampligt
vis.

Rita upp den cirkulédra kanalen och kurvan som visar koncentrationsfordelningen
av den utspridda fargen i kanalen. Skriv ut max- och min-vérdena. Hur palitligt &r

resultatet? Rékna om med halverat steg, eventuellt flera ganger.



3B.21: Kometens stoftsvans

En komet ror sig i en elliptisk bana runt solen. I polédra koordinater med solen i origo
giller uttrycket: r(¢) = R/(1+ Ecos¢), 0<¢ <2m.

R ér ellipsens medelradie och F &r excentriciteten som uppfyller 0 < E < 1.

For en cirkel géller £ = 0; en mycket langsmal ellips har ett E-virde néra ett.

Var kometbana har excentriciteten £ = 0.4 och medelradien R = 105 i en lamplig
astronomisk lingdskala. Kortaste avstandet fran solen till kometen &r 105/1.4 = 75
lingdenheter. Rita upp ellipsen.

Kometen betraktas vid positionen da den &r ndrmast solen och precis korsar
positiva z-axeln, alltsd vid (75, 0). Man kan d& observera tva kometsvansar: en
jonsvans riktad rakt ut fran solen (den ska vi inte rdkna pa) och en stoftsvans som
bestar av stoftpartiklar (kometdamm) som kastats ut fran kometen. Partiklarna foljer
inte kometbanan eftersom de férutom av gravitationen fran solen ocksa paverkas av
stralningstrycket fran solljuset.

Halliday, Resnick, Walker, Fundamentals of Physics, Sample Problem 34-2 (s813 i sjitte upplagan)
visar en fin illustration pa kometsvansfenomenet och innehéaller lite teori om stralningstryck.

For att kunna berdkna stoftsvansen maéaste vi kinna till kometens position och
hastighet vid ett antal tidpunkter fére observationspunkten. Newtons gravitationslag
ger differentialekvationerna

2 2
%:—05—3, %:_Cs% dir s = /a2 + 12
Konstanten C' beror av kometens massa, solens massa och gravitationskonstanten
och med vil valda enheter kan vi sdtta C' = 1. Vi vill nyttja kometdata fran po-
sitionen P dar ¢g = 27/3 medurs till observationspunkten. Riktningen vid P &r
k = (r'(¢o) cos ¢o — (o) sin go, (o) sin ¢ + (o) cos ¢o) (visa det).

Den normerade rorelseriktningen dr ko = —k/|/k||2 och hastighetsvektorn kan da
skrivas vg kg. Det okénda hastighetsvirdet vy bestdms ur randvillkoret att kome-
tens z-koordinat vid z-axelpassagen ska vara 75. Det blir ett randvérdesproblem for
ode-systemet.

Stoftpartiklarna kastas ivig fran kometen i samma riktning och med samma
hastighet som kometen har. Det &r partikelstorleken som avgér om dess bana blir
ratlinjig ("kritisk storlek”), utatkrokt (sma stoftkorn) eller inatkrokt (stoftkorn, storre
an de kritiska). De ratlinjiga banornas partiklar flyttar sig med konstant hastighet,
dérfor kan stoftpositionen i observationsogonblicket bestdmmas. Berdkna och rita
stoftsvanskurvan som dessa partiklar bildar.

De storre stoftpartiklarna kommer att f6lja en kurva av kometbanekaraktér, som
definieras av samma ode-system men med ett C-viarde mindre &n 1. Startvirdena i
utkastpunkten bestdms av kometdata just dir. Prova C-varden mellan 0.02 och 0.1.
Markera var de hamnar i observationségonblicket och bidrar till stoftsvansen.

De sma kometdammpartiklarnas utatkrokta banor kan modelleras av kvadratiska
bézierkurvor. Fundera ut lamplig algoritm och markera deras bidrag till stoftsvansen.



3B.22: Diffraktionsmonster

Nar man later ljus eller andra elektromagnetiska vagor passera genom en smal spalt
eller forbi en skarp kant uppstar diffraktion. P& en skidrm kan vi se ett diffraktions-
monster som beror av vaglingden A, spaltbredden a och diffraktionsvinkeln 6. For
fallet med mycket smal spalt och stort avstand L till skdrmen bestdms diffraktions-
monstrets intensitet I vid positionen £ pa skidrmen av

. 2
_ sin .. _ma Nﬂa@
[(5)_1[)( - > , dar = sm]9|~—>\ I €] << d

Intensiteten Iy &r maxvirdet som erhalls nédr vinkeln 6 &r noll (och pa skdrmen:
¢ =0). Vikan lata Iy ha virdet ett. Detta speciella fall av diffraktion kallas fraun-
hoferdiffraktion efter den tyske fysikern Joseph von Fraunhofer! (1787-1826).

Fresneldiffraktion ar namnet pa en finurlig matematisk algoritm for berdkning av
diffraktionsmonster mer generellt. Det kan gélla diffraktion orsakad av en skarp kant
eller av en spalt eller av ett langsmalt foremal (nal, grasstra) som kommer i vigen
for ljusvagorna. Teorin for fresneldiffraktion utvecklades av Augustin Jean Fresnel?
(1788-1827), fransk matematiker och fysiker.

Det matematiska redskapet for att askadliggora diffraktionmonstret d&r Cornus
spiral, lussekattskurvan i figuren. Den hogra delen av spiralen erhalls som 16sning
r(u) = (z(u), y(u)), u > 0 till differentialekvationssystemet

Diffraktion orsakad av skarp kant
T T

06 Cornus spiral

d2 d 04l

d—uz = ﬂuﬁ, z(0) =0, 2/(0) =1 ;
d2y dx J ‘
W :—ﬂ"u%, y(O) = 0, y/(O) =0

ds dz\?  [dy\?>
% = \/(@) + (%) s S(O) =0. N

Anvind RK4 for ode-l16sningen fram till wy,q, = 5 (eller nagot ldngre). Storheten
s betecknar baglangden fran origo till punkten (z,y). Rita upp spiralen. Vinstra
spiraldelen svarar mot negativa u-viarden och fas genom teckenbyte pa z- och y-
koordinaterna.

Cornus spiral kan dven uttryckas med hjalp av de sa kallade fresnelintegralerna
z(u) = [ cos 7rTt2dt och y(u) = — [ sin 7rthdt. Teoretiskt giller s(u) = u; visa
det! Sambandet innebér att man kan kontrollera tillforlitligheten hos ode-16sningen
genom att studera avvikelsen mellan berdknad bagldngd s och parametern wu.

Skarp kant
Vid diffraktion orsakad av en skarp kant géller att intensiteten I(£) vid positionen &
pa skdrmen beror av bagliangdsparametern u pa cornuspiralen enligt £ = /LA/2u,

I(§) = I(vVIN2u) = 1 [Ir(w) = qol3

* ar — aol3

-08  -06  -04 2 0 02 0.4 06 08
Intensiteten ar prop mot kvadraten pa vektorlngden

Punkten r(u) = (x(u), y(u)) ligger pa cornuspiralen, qo och q; ar fixpunkterna
(russinens placering i lussekatten): qo = (—3, 3) och qi = (3, —3). Storheten I
ar intensitetsvirdet pa skdrmen utan diffraktion. Vi kan lata I, = 1.

"http:/ /www.hao.ucar.edu/public/education /sp /images/fraunhofer.html
http:/ /www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history /Mathematicians/Fresnel.html



Den skarpa kanten finns vid u = 0; negativt u innebédr att kanten ar ett hinder for
vagorna, medan u > 0 betyder fri passage. Geometriskt sett bestdms intensiteten [
av vektorn fran qq till r(u) (se figuren) och I-véirdet ar proportionellt mot kvadraten
pa vektorlangden. Visa med hjéilp av formeln att intensiteten rakt framfér kanten
vidé =u=04ar 1/4.

Berékna och rita upp intensitetskurvan da L = 0.15 m och A = 640 nm.

Kurvan har manga toppar — bestédm de bada férsta maximipunkternas positioner
med stor noggrannhet.

Nér man har kolumnvektorerna x och I far man diffraktionsmonstret med
pcolor(x*[1 1], ones(size(x))*[0 1], I*[1 1]), colormap gray, shading flat

Smal spalt

Aven hir bestéims intensiteten av en vektor pa Cornus spiral. Spaltbredden a har
betydelse, olika bredder ger olika diffraktionsmonster. Fresnels algoritm borjar med
en transformering av a till baglangdsparameterviarde, u, = a/+/L\/2.
Intensitetsbestdmmande vektor pa spiralen dr g(u) = r(u + %) — r(u — %*). Det
innebér att det alltid 4r konstant baglingd u, lings spiralen fran punkten r(u — %)
till punkten r(u + 4 ).

1(€) = I(v/LA/2u) = clg(u)[3, u=>0

Med konstanten ¢ = 1/max ||g(u)||% blir intensitetens maxvirde ett. Av symmetriskil
galler I(—=¢) = I1(¢).
I(€) vid spaltbredd 0.72 mm A=520 nm

Beriakna och rita intensitets- * ‘ '
kurvor och diffraktionsmonster °8 ‘
for spaltbredderna 0.24, 0.48, os .

0.72 mm och for vaglangderna o4 : : A=770m

400, 520, 640 och 770 nm. 02 .| .

Skdrmavstandet &r L = 0.15 m,

Hur vél 6verensstammer fraunhoferdiffraktionens intensitetskurva med fresnel-
diffraktionens? Undersok detta for vaglangderna 400 och 770 nm vid minsta spalt-
bredden 0.24 mm.

-0.5 0.5
A=520 nm (heldragen), A=770 nm (prickad)

Skuggan av ett stra

Det uppstar ett diffraktionsmonster av omvént slag da en néal eller ett smalt stra med
bredden a tvingar ljusvagorna att boja av. Skuggan pa skirmen bildar ett diffust
randmonster. Nu &r det tva vektorer pa Cornus spiral som bestdmmer intensiteten
namligen go(u) = r(u — %) —qo och gi(u) =qi —r(u+ %), dir liksom tidigare

ug = a/+/LA/2.
1(&) = I(/LA/2u) = c|lgo(u) + g1 (w)l3, >0, I(=€)=1I(6).

Normeringskonstanten ¢ bestdms antingen sa att maximalt intensitetsvirde blir ett
eller sa att intensiteten langt fran straskuggan blir ett.

Berdkna och rita intensitetskurvor och diffraktionsmonster. Ta samma bredder
och vaglangder som tidigare.
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