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Storningsanalys

1.

Viardet pa x &r uppmétt till 0.956 med ett absolutfel pa hogst 0.0005. Ge en 6vre grins
for absolutfelet i y = exp(z) + 2. Motivera svaret.

. Ekvationen log(z) — /50 = 0 léstes med Newtons metod och avbrottskriteriet |log(z,) —

r,/50] < 10719, Resultatet blev x, = 282.1158987499664. Ge en &vre griins for absolut-
felet i x,, (jamfort med den exakta roten). Motivera svaret.

Ett komplicerat problem med indata a, b och ¢ l6ses och ger resultatet y. Indata har fel-
granserna a=£0.01, b+0.02 och ¢£0.005. Hur kan man med experimentell storningsrakning
skatta felet i ¢?

Konditionstalet for ett problem ligger pa 10000. Hur manga korrekta siffror méste indata
ha for att I6sningen med sdkerhet ska fa sex siffrors noggrannhet?

. Ett ekvationssystem Ax = b har 16sts med dator. Vi vet att komponenterna i b ar upp-

mitta virden med osikerheter 1073, Férutom 16sningen x har foljande maximumnormer
beriknats: ||| = 12.5, ||A|| = 5, |A7!|| = 800, ||b]| = 125. Hirled en skattning av

osdkerheten i 16sningen.

Berékna konditionstalet for en diagonalmatris med diagonalelementen 2/k, k= 1,2,...,20.

Olinjara ekvationer

1.

Ekvationen 2° = z + 1 har en rot mellan 1 och 2 och 16ses med intervallhalveringsmetoden

(bisection method). Beskriv metoden. Hur maéanga intervallhalveringar behévs for att
bestdmma roten med ett fel som &r mindre an 10767

. Ekvationen cos(z) — 2% = 0 har en rot niira 0.825. Formulera ekvationen som ett fixpunk-

tproblem och understék om motsvarande fixpunktiteration kan konvergera mot roten.

Vad krévs for att iterationen y,4+1 = g(yn), n = 0,1,..., med yo given, skall konvergera
mot en rot y* = g(y*)? Motivera svaret genom att betrakta felet e, := y, — y* och
taylorutveckla g(y) runt y*.

Vad menas med att fixpunktiteration har linjar konvergens? Beskriv i ord och formler. Nér
kan konvergensen bli béttre och sdmre?

. Visa i en figur hur Newtons metod for 16sning av en olinjir ekvation fungerar. Visa ocksa

nar konvergensproblem kan uppsta.

Vad menas med att Newtons metod har kvadratisk konvergens? Beskriv i ord och formler.
Nér kan konvergensen bli sdmre?
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10.

Harled kvadratiska konvergensegenskapen hos Newtons metod for enkelrotter. Tips: Lat
y* vara exakta roten, f(y*) = 0. Betrakta felet e, := y,, — y* och taylorutveckla f(y) runt

*

y*.
Beskriv detaljerat Newtons metod for 16sning av ett ickelinjirt ekvationssystem.

Beskriv sekantmetoden for en skaldr ekvation. Hur méanga startvirden kravs? Hur méanga
funktionsberdkningar krivs i varje iterationssteg? Ange en nackdel och en fordel hos sekant-
metoden i jamforelse med Newtons metod.

For en iterativ metod uppskattas felen e, i iterationerna till
e1 = 0.11345, ey = 1.48995 - 1072, e3 = 2.48929-107%, ey = 6.416252 - 1075,

Vilken konvergensordning motsvarar detta troligen?

Linjara ekvationssystem

1.

Hur definieras maxnormen och euklidiska normen (kallas ocksé “2-normen”) for en vektor?
Hur definieras maxnormen av en matris? Om matrisen A har normen 17 och vektorn x
normen 7, vad vet man om normen fér Ax ?

. Vad &r berdkningskostnaden i termer av n for att

(a
(b

) 16sa ett fullt ekvationssystem med n obekanta,
)

(c) 16sa ett tridiagonalt ekvationssystem med n obekanta,
)
)

16sa ett triangulart ekvationssystem med n obekanta,

(d) multiplicera en matris av storleken n x n med en n-vektor,

(e) multiplicera tva matriser av storleken n x n?

Om ett ekvationssystem med fylld systemmatris och 17 obekanta tar 17 millisekunder att
16sa, hur lang tid ungefar tar det att 16sa ett liknande system med 340 obekanta?

Om l6sningen (med en effektiv algoritm) av ett tridiagonalt system med 500 obekanta tar
0.1 sek, hur lang tid tar en effektiv 16sning av ett tridiagonalt system med 10000 obekanta?
Man kan undvika att lagra hela matrisen, hur mycket vinner man i lagringsutrymme i det
stora systemet ovan?

. Om l6sningen (med en effektiv algoritm) av ett triangulért system med 1000 obekanta tar

1 sek, hur lang tid tar det att 16sa ett triangulért system med 5000 obekanta?
Vad menas med pivotering vid 16sning av linjara ekvationsystem? Varfor anvéinds det?

Betrakta den iterativa metoden Px,1 = Bx, + b for att 16sa ekvationssystemet Ax = b
(dér alltst A = P — B). Vad krdvs av P och B for att metoden ska konvergera och inte
ha alltfor hog berdkningskostand? Jacobis metod kan skrivas pa den hér formen med ett
speciellt val av P. Vilket?

Vad &ar LU-faktoriseringen av en matris A? Antag att vi redan har A-matrisens LU-
faktorisering. Visa hur man d& léser Az = b. Vad blir berdkningskostnaden?

Hur kan man med hjélp av LU-faktorisering effektivisera problemet att 16sa Ax = by, for
valdigt méanga hogerled by (men hela tiden samma A)?
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Egenviarden

1. Beskriv potensmetoden (power method) for egenvirdesberikningar. Vilka egenvirden kan
man rikna ut med denna metod?

Approximationsteori

1. Vivill anvéinda ett polynom for att interpolera viardena y1, .. ., y4 i z-koordinaterna x1, ..., x4.
Vilket gradtal kommer polynomet i allménhet ha? Visa att polynomets koefficienter kan
beréknas genom att 16sa ett linjéart ekvationssystem.

2. Vi vill att polynomet p(x) ska interpolera virdena 1, 3, —1, 2 vid x = =3, —2, 1, 5. Stall
upp ett linjart ekvationssystem for koefficienterna till p(z) dér du specificerar elementen i
systemmatrisen och i hogerledet.

3. Varfor bor man undvika interpolation med polynom av hogt gradtal och ekvidistanta in-
terpolationspunkter? Vad &r béttre alternativ?

4. Vad &r noggrannhetsordningen for styckvis linjar interpolation? Det vill sdga, hur beror
(det punktivisa) felet pa avstdndet h mellan noderna?

5. Vad &r kubiska splines?

6. Bestdm minstakvadratlosningen till ¢ — ¢c3 = 2, ¢o = 2, ¢ + ¢3 =~ 12. Vad ar det som
minimeras? Vad menas med normalekvationerna?

7. Minstakvadratanpassning till modellen y = acos(x) + bcos(2x) gors till givna métdata
Y1y .-.,ys vid z-viardena —m/2, —x/4, 0, /4, w/2. Hur ser ekvationssystemet for de
obekanta a, b ut? Vad kallas dessa ekvationer?

Numerisk derivering och integration

1. Vad menas med noggrannhetsordningen for en numerisk metod, t.ex. for att berdkna
integraler?

2. Derivatan av en funktion kan approximeras med framéat- respektive centraldifferenskvot.
Harled noggrannhetsordningen i bada fallen med hjilp av taylorutveckling.

3. Beskriv (sammansatta) trapetsregeln for integralberikning. Vilken noggrannhetsordning
har metoden?

4. Beskriv (sammansatta) Simpsons formel fér integralberdkning. Vilken noggrannhetsord-
ning har metoden?

5. En integral approximeras med en numerisk metod. Nér man anvédnder delintervall med
langderna 0.4, 0.2 och 0.1 far man felen 0.0231, 0.00291 och 0.003592. Vilken noggrannhet-

sordning har metoden? Motivera!

6. Hur skattar man felet vid integralberdkning med trapetsregeln med hjélp av berdkningar
med olika antal delintervall?

7. En integral approximeras med en numerisk metod. N&r man anvédnder delintervall med
langderna 0.5, 0.25 och 0.125 far man f6ljande approximationer av den exakta integralen:
0.464521, 0.460897 och 0.459997. Vilken noggrannhetsordning har troligen metoden? Mo-
tiveral
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Ordiniara differentialekvationer

1.

10.

11.

Skriv differentialekvationen y"” —t2y" 4+y'/2+1y?/(1+t) —1 = 0 som ett forsta ordningens
System.

. Skriv differentialekvationerna

d’x 9 dy 2 d%y 9 dz\?* |
Y ‘“(E) o ‘“(&) +sin(t),

som ett forsta ordningens system.

Den kéndaste av Runge-Kuttas (RK) metoder har noggrannhetsordningen fyra. Framéat
Euler (FE) har bara noggrannhetsordningen ett. Vad menar man med det? Om berdkningar
med steglangder 0.1, 0.05, 0.025 gors, hur avspeglar sig noggrannhetsordningarna féor RK
och FE pé resultatet?

Vad menas med lokala trunkationsfelet och globala felet vid numerisk 16sning av ODE?
Exemplifiera for framat Euler.

. Hérled ett uttryck for lokala trunkationsfelet hos framéat Euler.

Vad menas med att en numerisk metod for ett begynnelsevirdesproblem ar konvergent?

Vad ar stabilitetsomradet for en numerisk ODE-metod? Hur definieras det? Varfor ar det

intressant?

Hérled stabilitetsomradet for framat Euler. For vilka steglangder h dr metoden absolut-
stabil vid 16sning av

d
d_j = —500z —sin(t), 2(0) = 07

For vilka steglangder h &r framat Euler absolutstabil vid 16sning av begynnelsevardesprob-
lemet

dy

dz

o= oy =1.
7 y — 500z, z(0)

Néar ar bakat Euler absolutstabil for detta problem?

Vad menas med att en numerisk ODE-metod fér begynnelsevirdesproblem &r explicit re-
spektive implicit? Ar Crank-Nicolsons metod,

h
Yk+1 = Yk + §(f(yk+1, te) + f(yx, t, k)

explicit eller implicit? Vilken noggrannhetsordning har metoden?

Vad menas med en styv differentialekvation? Vilka problem medfor en styv differentialek-
vation for explicita metoder?
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Randvirdesproblem

1. Vad éar skillnaden mellan ett begynnelsevirdesproblem (BVP) och ett randvérdesproblem?

2. Vi vill 16sa det linjara randvérdesproblemet
med finita differenser.

(a) Hur diskretiserar man ekvationen och approximerar den med ett linjirt ekvationssys-
tem Au = f7
(b) Hur ser matrisen A ut? Hur kan man 16sa ekvationssystemet effektivt?

(¢) Vad blir noggrannhetsordningen?

3. Vi vill 16sa det olinjéra randvirdesproblemet
—Ugg + a(@)uy = f(u), u(0) = (1) =0,
med finita differenser.

(a) Hur diskretiserar man ekvationen och approximerar den med ett olinjirt ekvation-
ssystem F'(u) = 07

(b) Hur ser funktionen F' och dess jakobian ut? Hur kan man 16sa ekvationssystemet?
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