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LABORATION 2

Tillforlitlighet, integraler, ekvationer, differentialekvationer

Vid redovisningen ska bida i laborationsgruppen kunna redogéra for teori, algoritmer och re-
sultat! Var val forberedda si att varje delredovisning gar snabbt och smidigt (kurvor utskrivna,
numeriska resultat noterade — gdrna handskrivna i marginalen pé detta papper). Sista dag for
bonuspodng: 11/3 2011.

1. Numerisk integration

Konturen foér en rotationssymmetrisk lur definieras av funktionskurvan
y(z)=e /(2 —cosmz), 0<xz<L.

Luren uppstar genom att kurvan roteras kring x-axeln och rotationsvolymen ar V =
m OL y? dz. Vionskar berikna volymen for en lur med lingden L = 2. Borja med trapets-
regeln med steglangderna 0.1 och 0.05 och extrapolera en gang sa att simpsonvérdet
erhalls. Hur manga siffror verkar tillforlitliga?

Prova sedan MATLABs quad med standardtolerans (gor help quad).

En fin tredimensionell lurbild gér man sa hér: Lat x och f vara kolumnvektorer fér kon-
turkurvan y(z). Skapa en radvektor for rotationsvinkeln 0 < <27 med lagom steg, t
ex 27/30. Bilda matriser X, Y och Z:

X=x*ones(size(fi)); Y=f*cos(fi); Z=fx*sin(fi);
Skriv mesh(X,Y,Z) som ger en nétfigur eller surf (X,Y,Z) som ger en fylld 3D-figur.

Uppgift 1 godkind (datum, lararsign): .......ccccooeveeeeeeiininiieiiinnnnnnn,

2. Ellipsens omkrets pa olika satt

For en ellips med halvaxlarna a och b bestdms omkretsen av uttrycket

2w
Ombkrets = / \/b2 + (a2 — b?) sin? v dw.
0

Integrandfunktionen &r periodisk. Vad &r perioden?

Lat a = 10 och berdkna omkretsen med stor noggrannhet for fyra ellipser med féljande
viarden pa halva lillaxeln: b =7, 5, 3, 1.

Rita upp ellipserna; anvind parameterformen som for en ellips med centrum i (x., y.)
och halvaxlarna a och b lyder

Tellips (P) = Te + acos @, Yenips(p) = ye +bsing, 0 < <27



Den indiske sjélvldrde matematikern Srinivasa Ramanujan (1887-1920) foreslog f6ljande
approximativa formel for ellipsens omkrets:

PR ) air o= (@0’
10 + /4 — 3¢ ~ (a+Db)%

Hur bra &r den? Berékna avvikelsen mellan integralvirdet och ramanujanvérdet i de fyra
fallen.

ORamanujan = W(a + b) (1

Uppgift 2 godkind (datum, lGrarsign): ........cccccoccceeeeeeeeenenennnnenennn.

3. Skiarning mellan ellipser, ickelinjirt ekvationssystem

Berakna alla skdrningspunkter mellan den sneda ‘
ellipsen som definieras av 0.42% + 32 — 2y = 10
och den ellips med centrum i (4, 2) och halvaxlarna
a =4 och b =6 (parallella med koordinataxlarna)
som beskrivs av

(x—4)%/a® + (y — 2) /b = 1.

Ellipserna ska ritas' och de erhallna skiirningspunkterna markeras med en ring. Hur ar
det med egenskapen kvadratisk konvergens i din algoritm.

Uppgift 3 godkind (datum, lararsign): .......ccccoooieeeeeiiiiiniieiiinnnnnnn,

4. Basta cirkelanpassning, ickelinjar modell

Vi vill anpassa en cirkel till punkterna (1.1, 0.7), (1.5, 1.9), (2.2, 3.1), (3.2, 3.0), (4.5, 2.3),
(4.8, 1.0), nu med cirkeln skriven pa formen (x —z.)? + (y — y.)? = R?.

Det leder till ett 6verbestamt ickelinjart ekvationssystem. Anvéind Gauss-Newtons metod
for 16sningen.

Skriv i varje iteration ut viardet pa det uttryck som minimeras i Gauss-Newtons metod.
Rita upp de givna punkterna och den bésta cirkeln.

Uppgift 4 godkdnd (datum, lararsign): .......ccccoovieeeeieiininiieiiinnnnnnn,

5. Differentialekvationer — begynnelsevardesproblem

Givet ar differentialekvationsproblemet
Y+ mye®3 (2 sinwx + wycosTx) —y/9 =0, y(0)=1, y/(0) =—1/3.

Infér nya variabler u; = y och uy = 3 s att differentialekvationen kan skrivas till ett
system av tva forsta ordningens ODE. Utnyttja MATLABs ode45 for numerisk 16sning

'Den sneda ellipsen skrivs bést i polir form infér uppritningen.



fram till z = 2. Anviind en relativ tolerans pa 1076.
Rita upp l6sningskurvan och jamfér den med lurkonturen i uppgift 1.

Om man utdver uj och usy infér ug med egenskapen dug/dx = my? = 7u?, med u3(0) =
0, sa far systemet tre forsta ordningens differentialekvationer.

Vilken inneboérd har den nytillkomna ekvationen? Los med ode45 med toleransen ovan
och skriv ut det numeriska vérdet av ug vid x = 2. Verkar det bekant? Forklara den
geometriska innebdrden av resultatet.

. Differentialekvationer — randvirdesproblem

Foljande differentialekvationsproblem beskriver temperaturfordelningen 7'(x) i en cy-
lindrisk stav av langden L och med tvérsnittsarean A.

d ,  dr

— (k) =Q), T(0)=T, T(L)=T¢ (1)

Vanster och hoger éndpunkt pa staven har den konstanta temperaturen Ty resp T7.
Konstanten k &r stavens viarmeledningsformaga och Q(z) ar den virmeméngd som per
tidsenhet och volymnsenhet genereras i staven, t ex genom radioaktivitet.

Antag att L = 2 [m], k = 2.5 [J/(K -m - s], To = 300 [K], T, = 400 [K] och Q(z)
[J/(s - m?)] dr funktionen

2

Q(z) =300e~ (=% 0<a<L

Differentialekvation och randvillkor (1) kan lésas numeriskt med hjélp av finita diffe-
rensmetoden. Om vi diskretiserar intervallet [0, L] enligt z; = ih,i =0,1,2,...,n,n+1,
dar h(n + 1) = L och approximerar andraderivatan med centraldifferens erhéalles

—Ti1 + 21 — Tipa
2

1
:%Q(:L'Z), 1=1,2,...,n (3)
Diskretiseringen leder till ett linjart ekvationssystem
AT = (4)

dér A &r en n X n-matris, T dr en n X 1-vektor med temperaturvirden i det inre av
intervallet och b ar en n x 1-vektor som beror av bl a randvardena Ty och T} samt
Q(x;)-vardena.

a) Skriv ner matrisen A for n = 4 med papper och penna. Vilken struktur har
matrisen A 7

b) Skriv ett MATLAB-program som loser randvirdesproblemet. Matrisen A kommer
endast att ha ett fatal nollskilda element. Matrisen skapar du i Matlab pa féljande sétt:
e = ones(n,1); A = spdiags([-e 2%¥e -e], -1:1, n,n);

Kommandot spdiags &r ett kommando for att skapa glesa matriser. Gor (help spdiags)
for mer information.



Med MATLAB-satsen Afull=full(A) skrivs matrisen A ut pa vanlig form. Gor det
for n = 4 och jamfér med resultatet i uppgift a).

Rékna ut temperaturen 7T for fallet N = 249. Losningen far du genom att 16sa det
linjdra ekvationssystemet AT = b i Matlab med \. Losningen T" kommer att innehéalla
temperaturen i alla punkter x; utom i randpunkterna.

Plotta temperaturen som funktion av x pé hela itervallet 0 < z < L.

Hur stor dr den minimala och maximala temperaturen? (Plocka fram det minsta och
storsta vardet i vektorn T).

Laboration 2 redovisad och helt klar!
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