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Olinjara ekvationer, Newton-Raphson NAM®6.5
Konvergens-ordning

Startpunkt, avbrottskriterium
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Julia-mangd
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Newton-Raphson: Analys, |
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Newton-Raphson: Analys, Il

Nar ska iterationen avbrytas?
Nar |x, - a < tol ar felet mindre an tol. Man kan visa:
Om m|x, — X, 4| << 1sadér |x,- o <mX,— X,

Xn.1 — X
m kan uppskattas med m, = | n+1 n|
om denna verkar ”’konstant” |Xn - Xn—1|



Exempel 2.7 | exempelsamlingen, |

% exs 2.7

f= 0(x) 10*x.70.1 -x-cos(Xx)-exp(-X); <€ Definition av "funktionspekare”
fd = 0(X) X-NMN(-0.9)-1+sin(X)+exp(-x); ("function handle”)

n = 10000;

X = Ilnspacefo,?o,n); T, fd funktion och derivata
plot(x,T(x),"k.") X startgissning

X = newrap(f,fd,10,1e-10,10 tol tolerans
nit max antal iterationer

function x = newrap(f,fd,x,tol,nit)
hold = 1;
for k= 1:nit/
TOO/Fd(X); % alt. h = feval(f,x)/feval(fd,x);
X-h;
iIsp([x h h/hold™2])
T abs(h) < tol*abs(x)

break

h
X
d
i

end
hold = h;
end



Exempel 2.7 | exempelsamlingen, Il
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Julia-mangd, |

Newton-iterationen for att hitta rotter till polynom p(z) av
gradtal N, med komplexa rétterr,, k=1,2, ..., Nar

Zny1 =Zn — P(zn)/ p'(zp), zg Startgissning
FOr startgissningar z, tillrackligt nara en rot konvergerar

z, mot roten. Men hur ar det globalt? Definiera

Ry ={zp: liIm z, =nr}
N—o0

Hur ser R, ut? Vi vet att R, innehaller en liten cirkelskiva
runt r,, men annars inte just nagot. Man kan ocksa undra
hur komplementet till unionen av alla R, ser ut.

Randen till R, ar en Julia-mangd, medan det inre kallas
en Fatou-méangd.



Julia-mangd, |

Viprovarmed p(z)= z° +1n = ei(2k_1)”/3, k=123
och startar i ett rutnat av

punkter
ZO,a,b y a, b 21,2

FOr varje iteration
kontrollerar vi vilka z som
kommit nara rot k och malar
dem i farg k.

Algoritm
1. konstruera en n x n tabell z av komplexa tal
2. gor en Newtoniteration, z =z — p(2)/p’(2)
med hela tabellen
3. Bildtabellen nx n f initieras till 0
4.fork1,2,3
de f(a,b) dar avstandet till rk ar litet satts till k
5. mala f (alla element &r 0 1 2 eller 3)
6. tillbaka till 2




Julia-mangd, Il

% Newtons metod pa komplext polynom

% z"3 + 1 = 0;

% rotter

% rk = exp(i(2k-1)pi/3), k =1,2,3

% startgissning za,b, a,b = 1,..., n

% Rk = mé&ngd zab som ger konvergens mot
% GOr bild av Rk!

rot nr k

centrum 1 O i
d:o i
kvadrat z(1:n,1:n) i
komplexa talplanet
iterations-réknare
rotterna

oandlig slinga

Newton-iteration

rakna iterationer
initiera bild-tabell f
3 rotter

punkter néra en rot

z=F(x,y)

n = 500;
x = linspace(-1,1,n); %
y = X"; %
z = ones(n,1)*x + 1*y*ones(1,n); %
%
nit = 0; %
root = exp((2*(1:3)-1D)*i*pi/3); %
while 1 %
clt % sudda
z=z-(z."3+1)./(3*2."2); %
nit = nit + 1; %
T = zeros(size(2)); %
for k = 1:3 %
ind = abs(z-root(k)) < 0.1; %
f(ind) = k;
end
surf(x,y,f); shading interp %
view(2)
axis equal
title (["Efter " ,num2str(nit),” iter."])
pause
end
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Linjara ekvationssystem, kanslighetsanalys |

NAM 1.4-8,¢e] 1.6.2
Om vektor- och matris-normer, se NAM p 12.
norm(Xx, p)-funktionen i matlab ger p- normen (OK for p >=1)

n
X, = <Zl\xj\p)“ ;
Vanligast p = 2, Euklidiskjnorm, p = infty: Max-norm
Aven p = 1 anvénds.
Den till vektor-normen ||.|| hGrande
matris-(operator-) normen definieras: |A|= maxW = ﬁgﬁ”Ax”

Da ar ||Ax|| <= [|A]| ||x|| for alla A, X, etc.



Linjara ekvationssystem, kanslighetsanalys Il

Vi betraktar bu hogerledet b som indata och I6sningen x som

utdata 1 problemet att [6sa Ax = b. Det visar sig for vissa matriser

A att sma storningar 8b i b ger stora forandringar 8x i I6sningen:
A(X+8X) = b+6x => 6x = A1db.

Som matt pa kansligheten tar man en évre grans for kvoten

mellan relativ storning i 16sningen x och relativ stérning 1 indata

b, konditionstalet x(A)

-yl

Bevis: 8x = A1b => [|5x|| <= ||A]| [15b|
Ax=b =>|x|[{|All >= [|bl
Division ger x|
[ |

0] _ x|

< ‘ A—lH H
b =~ <1

K‘(A)

A—1H ‘




Linjara ekvationssystem, kanslighetsanalys Il|
NAM Exempel 3 p 10 & 13

Vi undersOker "absoluta” kansligheten 1 x for stérningar i b

med Monte-Carlo metod: Prova manga olika sliumpmaéssiga”
storningar och rakna. | boken provas tva, vi gér 5000 och visar ett
histogram. Matrisen ar den tri-diagonala, som har bara positiva
egenvarden

1 2 0 0 O 1 0 0 0 0)(1 2 0 OO
2 5 2 00 21 0 0 0|01 2 0O
A=/0 2 5 2 0(=0 2 1 0 0O 0 12 2 O
O 0 2 5 2 O 0 21 0}|0 OO0 1 2
O 0 0 2 5 O 0 0 2 1){0 0 0 0 1

Som man latt ser med ett hogerled (1,0,0,0,0) blir I6sningen latt 256
ganger storre. Men hur mycket storre kan den bli? MATLAB pa
nasta sida



Linjara ekvationssystem, kanslighetsanalys IV

clear all, figure(l), clf
dia=[1 55 5 5]"; % diagonal och
sub=[2 2 2 2]"; % sub- (och super-)diagonal

% satt thop matris: diag(x,k) satter elementen x 1
% matris-digonal nr k (O = huvuddiagonal, +1 = superdiag.)
A = diag(dia,0)+diag(sub,1)+diag(sub,-1);

% 5 x n matris av pseudoslumptal 1 (-0.25,0.25)
n = 5000; bpl = (rand(5,n)-0.5)*0.05;

% 10s alla n system med Gauss-elim
xpl = A\bpl;

bn = zeros(n,1); nn = bn; % pre-allokering (inte ndédvandigt)
for k=1:n
bn(k)=norm(bpl(:,k)); % norm av stérning k
nn(k)=norm(xpl(:,k)); % norm av 16sning k
end

disp([max(nn./bn),norm(inv(A))]) % skriv ut max. kvot och
% matris-inversens norm
hist(nn./bn) % histogram Over kvoterna



Linjara ekvationssystem, kanslighetsanalys V

Max. kvot norm(A-1) . .
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