F5

Splines etc.

Olinjara ekvationssystem
Trunkeringsfelsuppskattning:
Richardson-extrapolation

Felfortplantning: linearisering, instangning



Kurvor, interpolation, etc. V

Den linjara interpolanten har diskontinuerlig derivata.
Glattare kurva med hogre-gradspolynom, vanligen kubiska
Hermite-interpolant, Splines, Bézier-kurvor, B-splines,
NURBS, ...




Kurvor, interpolation, etc. VI

Hermite
Konstruktion av P(x) I intervallet x; ;, X; som interpolerar

till y;; och y; och har derivator ki ; och k; I X; 4, X;
|

SENAM 3.3 Ayi =yina— Vi, hi=Xiu1— X,

X=Xi+t-hi, O<t<1
Foljande ansats ger lite mer symmetriska uttryck och hanger
ithop med Beézier- (Bernstein) polynomen
P(X)=P(x; +t-h) =V +t-Ay; +t(L—1)%-g; +t*(1—1)-C;
9i = hiki —Ay;j.cj = Ay; — hikijg



Kurvor, interpolation, etc. VII
Exempel

Parameterkurva x = P(t), y = Q(t), 0 <t < 1,
kvarts enhetscirkel 1 forsta kvadranten:

P = cos%t,Q =sin %t Q) =P(1-1)

P(0) =1,P(1) =0, P’(0) = 0, P’(0) = ‘%

Pt)=1+t-(0—-1) +t(L—t)%-g+t?@Q—1t)-c| ~

7T
J 2
P=1—t—t(l—t)? +t2(1—t)-(1+%)1

P(1/2)=Q(1/2)=1/2+1/8. 72T — 8;6”

r=/P2 + Q2 =0.9848



Kurvor, interpolation, etc. VIII
Kubiska Splines
Finn den ”glattaste” kurva som
passerar (X;,y;), 1 =1,...,N

XN
min [ y"(x)*dx *)
X1
st. y(xj)=yj,1=1,...,N
Man kan visa, att
« y(V) =0 mellan punkterna, dvs. y styckev
tredjegradspolynom '
e v, y’, y” kontinuerliga Gverallt
o Kubisk spline, Sv. Ri-funktion
Om man valjer lutningarnak; , i = 1...N i x; sa ger Hermite-
Interpolanten ett styckevis tredjegradspolynom med y och
y” kontinuerliga dverallt. Vélj k; sa att dven y”” blir
kontinuerlig! sa far man lésningen till (*)




Kurvor, interpolation, etc. IX

Pi(xi —|—t-hi)= yi —I—t-Ayi —I—'[(l—'[)2 -gi +t2(1—t)-Ci
gi = hik; — Ay;, ¢ = Ay; — hikj g

" 1 d2p 1
B (%)= hi2 at2 (0) Zhi—z(—49i +2¢y),
" 1 d?P_4 1
P_1 (Xj)= == (29i_1 —4Cj_1):
Y w2 dt? hi 2 |

P (x)=R_ (Xj),1=2,..., N -1

Tri-diagonalt ekvationssystem for k;
Saknar 2 ekvationer: Randvillkor

* Naturliga splines: P”(x;) = P’(x\) =0
e “Not-a-knot: P kontinuerlig I x,,Xy
 Foreskriven lutning: ky, ky givna

e Periodisk: ky =k, (i rad 1 och N-2)




Olinjara ekvationssystem (NAM 6.8)
f(x) =0, x,fIR"
Linjarisering av komponent k i f:

of of of
f.(x+M)=f,X)+—-hm+——-hy+...+—-h, =0
QM) = B0+ P+ 2y e 2y

of
ZJKJ i = T (x) dér 35 =—%
J=1 Jx
som for k = 1,2,....n sammanfattas

som linjara ekvationssystemet for

korrektions-vektorn h Jh=T,J= {‘] K] }
Xn+1 =Xp —hp,
Iterativa metoden: J(xp)h, =f(Xp),

n=0212,...tills |, <tol



Jacobian-matris NAM 6.9.3

K

X X X|y[x X 0 y
X X X|Y|X X 0 y
X X X|y|x x [« O [=]Y
KXY 1 Y- Kk
X X X|Y|X X 0 y
x x xdvlx x | LO y

J * e, = J(:,K)

f(x+ ) —F(x)~I(,K)S



Jacobian-matris NAM 6.9.3

function J = jacobian(F,x,steg)

n = length(x); function J = Jan(xv)
J = zeros(n,n); % pre-allokering X = Xv(I);
f = feval (F,x); n = length(xv);
for k=1:length(x) J = x*ones(1,n);
xplus = Xx;
1T x(k)==
Xplus(k) = steg;
else
xXplus(k) = (1+steg)*x(k);
end
J(:,kK)=(Feval (F,xplus)-F)/(xXplus(k)-x(k));
end
function F = heath(xv) x0 = [1 2 3]7;
x=xv(1);y=xv(2);z=xv(3); delta = le-4;
f=[sin(x)+y~2+1og(2)-3 J = jacobian(”heath”,x0,delta)
3*X+2Ny-z"3 Jan = Jan(x0)
XN2+yN2+z°3-6] ; norm(J(:)-Jan(z))

end



Fixpunktsiteration NAM 6.6, |

Newton-Raphson’s metod ar
en stationar en-punktsiteration  Xn.1 =G(x,),n=012,...
av formen

Ett x med x = G(x) kallas en fixpunkt (eng. fixed point)
Iterationen kan anvandas till att hitta fixpunkter.
Om man soker nollstallen till f(x) far man konstruera ett G.

107
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Ovning: Hur ser G ut for NR?

Rita kurvornay = x och y = G(x) och ritar
polygontaget dar y, = G(x,):

(Xk’yk))’(xk+11yk)’ (Xk+11yk+1)’(xk+21yk+1)’ v -

G(x) = 0.2 + 0.2x2

[ —_ ra g = m o | o
T T T T T T T

10

O
b
=
o
o



Fixpunktsiteration NAM 6.6,

Nar G ar deriverbar sa galler
Xn+1 — Xn = G'(£)(Xpn — Xn-1)

Fixpunktssatsen:

om [G'(&)|<m<1
for alla € i tillrackligt stor omgivning till x, sa

. Det finns precis en fixpunkt o dar
. X] konvergerar mot o, i
N i X — X
. Det galler  |x, —qf< [Xp = Xpg|, lim “DHE_0 =y

Konvergensen ar alltsa linjar om m ar skild fran noll.
FOr Newton-Raphson blir G’(a) = 0 (visa det!).

@ X+ (Xp — Xn_1)
n 1-m n n-1



Fixpunktsiteration NAM 6.6, Il

En langsam konvergens kan snabbas upp med
"feltermskorrektion”:

m
a = Xy +——(Xp — Xp_1)

1-m

Fixpunktssatsen galler aven avbildningar fran t ex R™ till R",
Om den ”forminskar”,

IG(X) - G(y)|<mx—y|,m<1

kallas den en kontraktion.
Feltermskorrektion kan inte enkelt anvandas.



Fixpunktsiteration NAM 6.6, IV

Logistisk ekvation
Xn+1 = axn(l ) Xn)1 a>0
x(a) =0, 1-1/a
Vad ger iterationen for olika a?
e Oma<4och0<x0<1kommerallaxjattliggai (0,1).
« G’'=a(1-2x), G’(0) = a sa for |a] < 1 konvergens mot 0
e G’(1-1/a)=-a+2sada|2-al<1,dvs.l<a<3blirdet
konvergens mot 1-1/a.

Fora> 3 ar|G’| > 1 forallaxi (0,1) sa ingen konvergens.
Men talféljden ar uppat och nedat begransad

sa det maste finnas hopningspunkter, men vilka? Vi illustrerar
med att iterera med manga x samtidigt, och ser var de hamnar



Fixpunktsiteration NAM 6.6, V
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