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System av ODE - initialvardesproblem
Existens & entydighet, Lipschitz

Euler, konvergens, fel, konvergensordning
Losningsskaror, fasrum

Stabilitet, kanslighet

Hogre ordn. ekvation till forsta ordn. system
Runge-Kutta-metoder, steglangdsreglering
Styva ekvationer & Implicita metoder



Initialvardesproblem, |: Matematik

Losningars egenskaper

1. En forsta ordningens linjar ekvation med konstanta koefficienter
dy/dt = ay, y(0) = c: y(t) = ce

Oberoende variabel t, ett begynnelsevillkor som valjer ut en 16sning ur

|0sningsskaran. Ldsningen ar unik och existerar for alla t.

2. En forsta ordningens o-linjar ekvation (separabel: dy/y? = dt)
dy/dt=y2, y(0)=c>0:y =c/(1-ct) for0<t<l/c
LOsningen ar unik men existerar bara i ett begransat intervall.

3. Enannan olinjar ekvation:

dy/dt=,[y,y(0)=c=0:y=(c+t/2)? (?)
Uppenbarligen &ry = 0 en 16sning for ¢ = 0. Men ocksa y(t) = t%/4, allat >0
LOsningen ar inte unik fér ¢ = 0.



Initialvardesproblem, Il: Matematik

I\VP for system av forsta ordnings differentialekvationer
dy/dt=f(t,y),y(a)=c,y,ce R"

ar normalformen i numeriska metoder for ordindra differentialekvationer. t ar den
oberoende variabeln (ofta tid), ett system av n férsta ordningens differential-
ekvationer med begynnelsevérden (initialvarden) givna vid t = a (ofta 0).
Kolumnvektorn y kallas tillstands-vektorn. De n funktionerna

f,1=1,2,...,navy kan kallas hogerledet.
Ex. Newton, massa-fjader-dampare

X=V
_ . =>mX+ Kx+Dx=f(t)
mv + Kx + Dv =sint
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Initialvardesproblem, IlI: Unicitet

Def. Lipschitz-kontinuitet: f kallas L-kontinuerlig i en doman D
om det finns en konstant L sa att

||f(t,x) —f(t,y)|| < L-||f(t,x) —f(t,y)
for allax,y i D. S (LY)

Om f &r deriverbar duger L= max
x,yeD| oYy

EX. \/y ar kontinuerlig men inte L-kontinuerligiy =0 (pa
tavlan)

Sats. Om f(t,y) ar L-kontinuerlig 1 y 1 en omgivning till
initialvardet ¢ sa existerar en unik 16sning en kort stund.

Man kan bevisa satsen genom att visa, att en numerisk [dsning
konvergerar nér steglangden gar mot noll.



Initialvardesproblem, 1V: Fasrum mm.
Exempel: satellit. En masspunkt (x,y) med hastighet (u,v) ror sig
runt en mycket storre massa under inverkan av gravitation.
Tillstandrum 4D (x,y,u,v) = fasrum (fasplan i 2D)

s 3 .
{u_ kx/r ,x_u_r: / 2+y2
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Visualisering av lésningar ¢ g
tillstandsvektorn mot tiden.
Fyra periodiska kurvor
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Initialvardesproblem, V: Fasrum mm.

Mera geometrisk insikt: tillstandsvektorn som en kurva i ett n+1-
dimensionellt rum: en dimension for varje komponent och en for
tiden. | satellitmodellen ar n = 4 sa det &r svért,smen man kan

XY UV as arrow:

2. Projicera pd t ex ett 2-D JI L]

underrum (x,y), banan som T \.E

parameterkurva " S

3. Anvanda 3D (x,y,t). - | e
dx/dt och dy/dt T 2N
visas som en hastighets”pil” 5?: ‘ | \)
(Aveni 2.)



Initialvardesproblem, VI: Eulers metod

Da kan man approximera I6sningen med en steg-metod som ger
Y, som approximation till y(t,), t, = 0 + kh,k=0,1,...

Approximera derivatan med differenskvot,

dy N Y (ths1) — Y(th) yIna1=¥n
dt t h h v

sa far vi Eulers metod

t, =a+nh
yn+1 — yn +h- f(tn,yn),n :O,l,...
Yo =C t,=a




Initialvardesproblem, VII: Fel

2
Y(tni) = Y(tn) + hy'(ty) + “7 y'(7)

Yn+1 = Yn + Nt (th, yn)

N

2
Ener = En +h(f (t, y(t) — f(tn,yn»+“7y"(r)

2
Epua| <[Eq|+ hL|En|+“7 v (2)

Lokalt fel

Om man tar N steg fran 0 till ty, = b &r h = b/N
Totalt N fel summeras, h2
N -7max

:b-hmax
2

y” y”

Fel proportionellt mot h' : noggrannhetsordning 1



Initialvardesproblem, VIII: Hur fungerar Euler?

Exempel: Rita en enhetscirkel! Parameterkurvan x = cost, y = sint

ger N

Xern =X~ Ny %=1
Yirr =Y T h X =0

dx/dt = -sint = -y,
dy/dt = cost = x /
Eulers metod med steg h = 27/M ger

N

M = 100: Splral ' r:1.2177
1 et
2 T 2N\, T 2

2 4
rl\%l :(1+h2)M :eM(h +1/2h +) _

—e?M(1+0(h%) =
=1+27h+0(h?) ~1.4 !

.

. .
. .
tresann?



Initialvardesproblem: Battre metoder |

O(h) fel for stort, men spiral kan enkelt atgardas:
Tag senaste x-varde i y-uppdateringen:

Xern =X =Ny %=1
Yier =Ykt N Xaq Yo =0

Elllps med halvaXIar 1 Rmax: 1.01614Rmin: 0.98466
J1£(h/2)? I
Detta anvands for Hamiltoniansk dynamik, 0

t ex molekyldynamik, Maxwells
ekvationer: Verlet’s metod

I\/IVn+1 = I\/Ivn +h F(Xn)
Xne1 = Xy +h Vit



Initialvardesproblem: Battre metoder ||
Trapetsregeln => trapetsmetoden for VP

n+1 tn+1

Y(tnsa) — Y(ta) = [y'(s)ds = [ f(s,y(s))ds =
tn tn

N tn+12_tn (f (th1s Y(tha)) + T (Y (ty )))"' O(‘tnﬂ ~ Iy ‘3)

er t,.q —t
J Ynt1 = Yn = n+12 - (f (th+1s Yn+a) + T (th, Yn))
Andra ordningens fel: noggrannaste linjara enstegs-metoden
IMPLICIT — ekvationsldsning I varje steg
Eulers metod EXPLICIT

Bakat Euler: | Yn+1— Yn =D (thi1s Yns1)
 IMPLICIT, ordning 1




Initialvardesproblem: Runge-Kuttametoder |

Ersatt y, ., 1 trapetsmetoden med sin Euler-approximation
sa blir metoden explicit:

h
Ynt1 — Yn :E(f (th, Yn) + f(thia, Yo +hf(ty, Yn)))

och har fel O(h?). Konstruktionen implementeras som

kl = hf(tn’yn)
k2 = hf(tn+h’yn+k1)
Yner = Yo t Y2 Ky + 32k,

en tva-stage explicit Runge-Kuttametod
Annu hogre ordning?



Initialvardesproblem: Runge-Kuttametoder Il

e ... genom att evaluera f(.,.) k > 2 ganger (k stages) i steget
o FOr k-stage-metoder
e Ordning <=k

e Ordning k barafork=1,2,3,4
» Klassisk Runge-Kutta, fyra stages, ordning 4, NAM RK4

h f(ty, Yn)
hf(t, + 1/2 h, y, + 1/2 k,)

=hf(t,+1/2 h,y, + 1/2 k)
k4 =h f(tn + h’ Yo k3)
yn+1 = yn +1/6 (kl + 2k2 + 2k3 + k4)

[
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MATLAB ode23 och ode45
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Initialvardesproblem: Styva problem |
Exempel Radioaktivt sonderfall
A sonderfaller till B som sonderfallertill C. A _sB-—>C:
ki kallas hastighetskoefficienter. a, b och ¢ koncentrationerna

a= —kla

bzkla—kzb —ZAy,y
, dt

\C = k2b

(a)
b ||A

\C)

(_ kl
kg

. 0

0 0) (1)
-k, 01]y(0)=|0

Ky

Ko

Varje A som forsvinner blir ett B, och varje B som forsvinner blir
ett C. a+ b+ c ar konstant. Smamnom forsvinner all A och B,

och C har samlat allt. |
k, =1000 (sort: 1/s), os
k =1,

h 0.001, Euler

\\“
-
________

10

-------

0 0.005 0.01 0.015 0.02



Initialvardesproblem: Styva problem Il

A1 = Ay
Oy = by +h(ky &,
Ch+1 = Gy +h k2 bn

"|1 kl EH]::

(1 —h kl)an
— k2 bn)

FOr h > 0.002 vaxer a exponentiellt, (1 - h k) <-1,

numerisk Instabilitet. L blir 2000!

FOr t > 0.005, sag, ar a nastan 0 och losningens tidsskala ar 1 sek.
Trots det kravs en tusendels sek. tidssteg: STYVT problem
Fix: Implicit (Bakat Euler) behandling av_snabba variabeln a:

an+1 - a

= a)(1+ hky)
bn+1 =b, +h(k a,
Ch+1 = Gy +h k2 bn

-hk;a,,;:

h: 0.1
1
k —A
1 —-—=P
1\
08t e e &
||
—K, b ) oo §
‘ 0.
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A
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; | Sa |
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Initialvardesproblem: Styva problem Il

| allménhet &r det inte sa latt att identifiera de snabba
variablerna och da far man anvénda (t.ex) Bakateuler pa
hela systemet. Det blir till att I6sa ekvationssystemet

(I - hA)Y1= Vi
| varje steg.

« Automatiskt val av steglangd viktigt
Vart exempel: start med 0.0001, 6ka till sag 0.1

e Om icke-linjart, 10s
z - hf(te,1,2) = Vi Y= Z
med Newton.
 Jacobian-matrisen df/dz behdvs.
 Brastartgissning finns tex z©0 =y,
 Effektiv hantering av gles matris viktigt for stora system



MATLAB, |

« Manga (for manga?) metoder finns.

En lamplig standardmetod &r

[tout,yout] = ode45(fun,tspan,y0);

Dormand-Princes RK4 och RK5. Evaluering med tva olika metoder
| varje steg anvandes fOr feluppskattning och for automatiskt val av
steget h. ode23 ordning 2 & 3

e dydt = fun(t,y) ar hdgerledet i ekvationen, reell, komplex,
skalar eller vektorform, tspan ar vektor som borjar med tO och
fortsatter med de t-varden déar I6sningen onskas, yo ar
begynnelsevérdesvektorn: dydt,y0 KOLUMNER!

 FOr styva problem: ode15(fun, tspan,y0)

« Hogre ordnings system maste alltsa forst skrivas som forsta
ordnings system. Forekommer alltid pa tenta.



MATLAB, I

Automatisk reglering av steglangden:
Avses styras sa, att lokala felet 6ver varje steg halls mindre &n den
givna toleranser: reltol och abstol, satts med

opts = odeset(’reltol’,le-5);
[tout,yout] = ode45(fun,tspan,y0,opts);

e Observera: skillnaden mellan exakt 16sning och numerisk
uppskattas INTE.
« tspan paverkar inte steglangdsreglering annat &n tspan(l) &
tspan(end)
« Man férvantar sig konvergens sa att for ett givet problem felet
blir proportionellt mot toleransen.
« kvoten kan inte latt uppskattas,
 felet som funktion av tolerans blir mindre regelbundet &n
vid global, successiv steghalvering.



MATLAB, Il

Vi undersoker y(4) berdknad med ode23 och ode45 toleranser 102, k=1,2,...,22.
 Exakt resultat = resultatet med strangaste toleransen. dy
e Observerad konvergens-ordning p (fel = ChP) blir dx
ode23: p = 2.7 ---- 0de23
fel/tolerans fran 1 vid h = 0.3 till > 100 vid h = 0.001.
ode4d5: p = 4.7 ---- ode45. ode45 tar minst 10 steg.
fel/tolerans ungefar 0.1 for alla fall.

= —1Oy3 +cosx,y(0)=1

|« Fel

L. _2 et ........................................................ ........ ‘ o TO|
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