Numerisk Integration (kvadratur)

Integralen approximeras med en viktad summa av funktionsvarden

1= ["f(@)dx = I(h)

=.§wjf(xj)

* Vikterna w; och eventuellt x; vdljes for att fa hog noggrannhet

Jamfoér med en definition av Riemann

integral

fabf(x)dx =£Lm0 (hif(xj)), x;,=a+(j-Dh, h=(b-a)/n

Trapetsregeln och Simpsons formel

Kvadraturformler kan harledas genom integration av interpolerande

polynom
Linjar interpolation ger trapetsregeln
(trapetsens yta)
b-a
2

I(h) =T(h) = (f@+ f(b))

Kvadratisk interpolation ger
Simpsons formel

b-a
6 f@+4f( >

I(hy=S(h) =

a+b
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Alternativ harledning

Som alternativ till integration av interpolerande polynom kan vikterna w;
bestammas genom att krdva att metoden skall vara exakt for f(x) = 1, = x,
etc, fér sa hogt gradtal som mojligt

Exempel: Trapetsregeln

f=l: T =w 14w, 1= [dr=b-a
f

—x: T =w-a+w, b= ["xdx=b*-a*)/2

L T\w) ( b-a (™). b-a)/2
a b\w,) \W*-a>2) \w,) \(b-a)2

|

Sammansatta formler

| stéllet for att anvdanda hog ordings polynom vid interpolation ar det ofta
béattre att dela intervallet for styckvis interpolation. Detsamma géller for
integration

Sammansatta trapets och Simpsons formler

b-a

T =2 L0 £ £+t S5+ 15

S(h)=b_a

1 4 2 4 2
(3f(x1)+ gf(x2)+ gf(x3)+ gf(x4)+ gf(xs)--.

4 1
ot 3f(xn)+3f(xn+l))
x;=a+(j-Dh, h=(0b-a)/n
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Gauss kvadratur

Bade vikterna w; och noderna x; anpassas fér hdg noggrannhet

Exempel n = 1, bestdm vikt och nod sa att kvadraturen ar exakt for f =1
och f=x.Standard intervall (-1.1). (Det ger mittpunktsregeln)

f]a’x=wl~l%wl=2 |
-1 - f_lf(x)dx ~G, =2f(0)

f_lxdx =w, x,—=>x, =0
For n = 2 blir Gauss kvadratur exakt for alla tredjegradspolynom

[ Fdx =G, = f-11-3)+ f11-3)

Transformation till allménnt intervall

[y = (Z’"Ta) [ rGpdr, x()=(b-a)i20)+ (a+b)/2

Richardson extrapolation

Anvand asymptotisk felutveckling for att kombinera flera berakningar och
fa noggrannare resultat

Exempel: Sammansatt trapetsregel

T(h)~1 = fa” f(x)dx

T(h)=1+ch’ +c,h* + ...

T2h) =1 +¢,2h)’ +¢,2h)" + ...

—> (4T(h) -~ TQh)/3= GBI +0-12¢,h* +..)/3 =1+ O(h*)

Fran en andra ordnings metod erhalles fjarde ordningen (fel = O(h?))

Richardson extrapolation kan upprepas genom att anvanda T(h), T(2h),
T(4h), etc
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Asymptotisk felutveckling

* Harleding av asymptotisk felutveckling i fallet differensapproximation

Dy = LI DI (04 (04 2 70+ D =

=f'(xX)+ch+c,h*..., ¢ =f"(x),.

* Richardson extrapolation for denna felutveckling

—2D(h) - DQ2h) = f'(x) + O(h*)

Multippel integral

. . ) ) =d(x
Kombinera endimensionella 1 v Ky d(x)
kvadraturer
[, FGey)dxdy =
= SIS pepay)ax -
a c(x) ’ :X_
=~ beh(x)a'x

beh (x)dx = E w F,(x;), (numerisk kvadratur i x)

j=1

numerisk kvadratur iy : F,(x;) = fi(xj))f(xj,y)dy




Monte Carlo metoden

Monte Carlo metoden anvander slumptal for att approximera en integral

Denna teknik ar speiellt lamplig for hoga dimensioner och vanlig inom
finansmatematik

fbf(x)dx ~ lEf(xj), x; : slumptal, likformigt fordelat i (a,b)
a n o
d IS Lx2x?) ik gt fordelat i
fo(x) x~;2f(xj), x;=(x;,x5,..,x5) likformigt fordelati D
j=1

For reguljara funktioner och lagre dimensioner ar deterministiska metoder
mer noggranna

Felet | Monte Carlo integration uppskattas med
standardavvikelsen = O(n"/2)

Oandliga integrander och intevall

Trunkera integrationsintervallet for att undvika oandligheten

Om mojligt ersatt den trunkerade delen med approximativ analytisk
integral

f°° F(x)dx = ff f(x)dx, fel= f: f(x)dx

[ @y = [ feode+ [T godx,  fel=|[7(f(x) - g(x)dx

[tdx=[" fede, fel= [ feodx. "fla)=o"

[l = [T poodes [ glodx,  fel=

70— gxdx
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Matlab

quad(fun,a,b) integerar funktionen fun mellan a och b (baserad pa
sammansatt Simpsons formel)

quad(fun,a,b,tol) som ovan men med feltoleransen tol

quad2d(fun,a,b,c,d) integrerar funktionen fun av tva variabler x och y 6ver
omradet a<x<b, c<y<d

rand genererar slumptal likformigt fordelade i (1,0)

rand(n,m) genererar en nxm matris med slumptal likformigt fordelade i
(1,0)

(int(expr) for symbolisk integration, obestamda integralen av uttrycket
“expr” bestdmmes)
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