Ordinara differentialekvationer (ODE)

Vi studerar numerisk approximation av begyllelsevardesproblem pa
formen — yi(1) = ft.y(m). 1>a
y(a) =y,

Funktionerna y och f kan vara skaldra eller vektorer
Hogre order ekvationer kan skrivas om pa forsta ordnings form

y'(t)= f(t.y,y), t>a
y@=a, y'(a)=p
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ODE

Begynnelsevardena behovs for att fa entydig I16sning

Extra villkor kan ocksa ges som randvillkor
yﬂ(x)=f(x,)’>y,), a<x<b
ya)y=a, yb)=p

Notera att en andra ornings skaladr ekvation behéver tva extra villkor for
entydighet
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Differensapproximation,
begynnelsevardesproblem

Den obekanta funktionen y(t) approximaras numeriskt for diskreta t-

varden

v, =y(t,), t,=a+nh, n=0,l1,..
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Eulers metod

Derivatan i differentialekvtionen ersattes med dividerad differens

/(tn) ~ y(tn+1)_y(tn) s Ynet = Y
h h

* Det resulterar i Eulers metod

V(1) = f(t,y(1), t>a

y@=a
Yo=0C
- % = f(tn’yn)’ n =0’1’”

eller y, .=y, +hf(t,.y,), n=0]1,..
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Numeriskt fel

Det lokala trunkationsfelet genom att approximera derivatan ges av
Taylorutveckling

yn+1 =y)1 +hf(tn,y,,)_>

Y(t,,)=y(t,)+hy'(t,) + %y"(r) =

() + Bt (1)) + %y”(r)

2

— localt fel: %y”(‘c)

Det lokala felet upprepas for alla steg i iterationen: Efter (b-a)/h steg blir
totala effekten O(h). Euler ar av forsta ordningen.

Hogre ordings metoder

En dividerad differens ar den basta approximationen av derivatan |
mittpunkten mellan t, och t,,,. Det leder till trapetsmetoden for ODE

h
yn+1 = yn + E(f(tn’yn)*- f(tn+l’yn+l))

Med Taylorutveckling kan man visa att metoden ar av andra ordningen
(lokalt fel O(h3), globalt fel O(h?))

Metoden &r implicit, dvs. ekvationslosning behdvs i varje steg for att
berdknay,,,

Eulers metod ar explicit da y,,; bara finns i vdnsterledet och ges av en
explicit formel
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Runge-Kutta metoder

Om y,,, i trapetsmetoden ersattes med sin Euler approximation erhalles
en andra ordnings metod som ar explicit

Voo =30 5 (00,0 % £, + £,3,))

* Vikan formulera algoritmen ovan (RK2) pa féljande form som ocksa passar
for formulering av fjarde ordningens Runge-Kutta metod (RK4)

h
RK2: y, .=, +5(fl +fz)

fi=rf@,.y,)
fo=f(t, +hy, +hf)

Runge-Kutta metoder

* Den klassiska Runge-Kutta metoden (RK4) &r av fjarde ordningen, dvs. Det
totala felet &r av storleksordongen O(h%)

h
RK4 yn+1=yn+g(-fl+2f2+2f‘3+f4)

fi=r@,.y,)

L= @, +h/2,y, +hf,/2)
L= @, +h/2,y, +hf,/2)
fz = f(tn + h,yn + hf3)




Flerstegsmetoder

Runge —Kutta metoder far hogre ordning genom att funktionen f beraknas
flera ganger i varje “steg” (fran t, till t,,,)
Ett annat satt ar att involvera flera “steg” i samma algoritm
Ett exempel dr mittpunktsmetoden av andra ordningen
Vorr =Y, +20f(1,,0.5,.1)
Yo=0
Vi =Yo+hf(15,,)

Notera att flerstegsmetoder behover flera startvarden som maste
berdknas utgdende fran y,

Styva problem

Vissa problem med “stora” koefficienter kan krava speciella metoder for
effektiv 16sning. Exempel

Y(£)=100(> = y)+2¢t >0, y(0)=0
—=y() =1

Eulers metod med h =0.1 ger otillfredsstdllande resultat

Yuar =Y, + B(100(£] = y,) + 21, )
¥, =0.000, y, =0.120, y, = -0.640
Jamfor y(0.1)=0.010, y(0.2) =0.040, y(0.3) =0.090

Svarigheten ar en kraftig fefortplantning fran faktorn ”-100h”
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Styva problem

Problem av den har typen dar ¢f /dy ar mycket stort och har negativ
realdel kallas styva och kraver vissa implicita metorder fér att kunna
approximeras effektivt. Exemplet med implicit Euler

Vou =Y, +hf(t,..,y,.), implicit Euler

n+l

Vo =Y, + h(lOO(t2 -y, + 2tn+]), tillimpad pd exemplet

1
g yn+1 = ﬁ(yn + 10tr?+1 + 0‘2tn+1)

y,=0.010, y, =0.040, y, =0.086
Jamfor v(0.1)=0.010, y(0.2) =0.040, y(0.3) =0.090

Randvardesproblem

Ordinara differentialekvationer med randvarden som extra villkor kan pa
liknande satt approximeras genom att ersatta derivator med dividerade
differenser

y'(x)=f(x,y,y), a<x<b
y@=a, yb)=p

—> yn+1_2yn+yn—l=h2f(tn’yn’%)’ n=1’2""N_1

Yo =0, yN=/3

Det vi nu har ar ett system av ickelinjdra ekvationer som definierar de
obekanta y,. Systemet kan |6sas med Newtons metod
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Randvardesproblem

For linjara differentialekvationer fas ett system av linjara ekvationer som
bestammer I6sningen, exempel

Y (x)=cy+ f(x), a<x<b
ya)=a, yb)=p
9{yrHl _2yn +yn—l = hz(yn + f(xn)), n =1,2,..,N—1

Yo=0a, yN=/3
-2 —ch? 1 0 . )\ (RP(f(xy)-a)
1 2—ch® 1 0 v, R f(x,)

0 1 2-ch*\yy.) \B*(f(x,)-B)

Inskjutningsmetoden

Ett randvardes problem kan ersattas av ett begynnelsevardesproblem med
obekant begynnelsevarde y'(a) = y(a;E) =& kopplat till en algebraisk
ekvation

y'(x)=f(x,y,y), a<x<b

y@=a, yb)=p

y'(x)=f(x,y,y), x>a
=1 Y@=, Y(@=§
yb:8)=p

En iterativ metod kan anvandas far att finna § som l6ser y(b;§) = 8
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System

* llikhet med begynnelsevardessystem kan ode randvardesproblem med
hogre derivator skrivas pa forsta ordnings form

y'(x)= f(x,y,¥), a<x<b
y@=a, yb=p

S
Y z) \f(t.y.2)

* Randvillkoren skrivs ofta pa formen

g(y(a),z(a), y(b),z(b)) =0

~(or-n~lo
y®)-B) \0

Matlab

* Enlamplig standardmetod &dr ode45(fun,tspan,y,)
Den bygger pa RK4 och och femte ordingens Runge-Kutta (RK5) i varje
steg. Evaluering med tva olika metoder anvandes for feluppskattning och
for automatiskt val av steget h

» fun ar hogerledet i ekvationen — pa skaléar eller vektorform, tspan ar vektor
som borjar med t, och fortsatter med de t-varden dar I6sningen énskas, y,
ar begynnelsevardet - pa skalar eller vektorform

* For styva problem kan odel5(fun,tspan,y,) anvindas

* Notera att ett problem med hogre derivator maste forst skrivas som forsta
ordnings system. Det galler dven for randvardesproblem som kan
approximaras av bvp4c(fun,bcfun,solinit), se matlabs hemsida for detaljer
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