Partiella differentialekvationer (PDE)

Partiella differentialekvationer (PDE) innehaller partiella derivator med
avseende pa flera oberoende variabler

PDE &r en vanlig matematisk modell fér manga processer, tex. Strémning,
varmeledning, akustik, elektomagnetiska vagor, elastisk spanning och
forskjutming, elektonfordelning inom molekyler samt prissattning inom
aktiemarknaden.

Pa samma satt som vid ODE behandlar vi begynnelsevardesproblem
separat fran randvardesproblem

Begynnelsevardesproblem

For PDE innehaller begynnelsevardesproblem ofta ocksa randvarden och
kallas ibland begynnelse — randvardesvardesproblem

Exempel: Varmeledningsekvationen
u(x,t): temperatur
x : rymdvariabel (1D), t:tidsvariabel

K :virmeledningskoeficient

u,=Ku,, a<x<b,t>0

u(x,0)=u,(x), a<x<b, (begynnelsevillkor)
u(a,t)=u,(t), t=0, (randvillkor)
ub,t)y=u,(t), t=0, (randvillkor)
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Differensapproximation

Ersatt derivator med differenser for att approximera I6sningen u(x,t) i ett
antal punkter i rummet (x) och tiden (t)

n+l n n n n
—u u', =2u+u’
J J j+l J j-1
u =Ku _ — =K 5
At Ax

w(x,0)=u,(x) = u’=u,(x.), j=12,...J-1
0 J (U]

, n=0,,.. j=12,.J-1

u(a,t)=u,(t) = uy; =u,(t,), n=0,1,.
u(b,t) =u,(t) = u; =u,(t,), n=0.1,.
—u =u(x,t,)

xj=a+ij, JAx=b-a, t =nAt

Differensapproximation

Alla obekanta kan berdknas via berdaningsmolekylen eller fran begynnelse
och randvillkoren

uit —u! _x Wi, =2u +u'
At Ax?
=t = M+ (=200 + A
KAt berdknings-
A= Ax? A L molekyl  pegynnelse och
randvarden
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Fel och stabilitet

Taylorutveckling ger det lokala felet O(At>+AtAx?) och det totala felet
O(At+Ax2) om metoden &r stabil

Metoden kallas stabil om felfortplantningen ar begransad da
At,Ax =0

W+ 0 = Ay, + 00, + (1=20)(u) + 87) + A +5)

=87 = |28, + (1-20)8] + AS,| <
< A, |+ (1=-22)87| + Ad'_,|, (om A<1/2)
s(A+(1-2A)+ A)max‘é'}‘ = maxé’;‘

0< j<J! O0< j<J!

2
Metoden &r stabil och konvergerarom A <1/2 — At < £

Randvardesproblem

Differensapproximation av randvardesproblem ger upphov till system av
algebraiska ekvationer for de obekanta pa liknande satt som fallet med
ordindra randvardesproblem

Exempel: Poissons ekvation
Au=u (x,y)+u,(x,y)=f(xy), 0<x<1l,0<y<l

Uik _2”j,k U, + Ujin _2”j,k +u;

A Ay’ P = (0
j=12,..J-1, k=12, .K-1
x; = jAx, y, =kAy, JAx=KAy=1

Randv. u(x,0)=u(x,1)=0, Osx<l—=u;,=u,, =0

u(0,y)=u(l,y)=0,0=<sy<l—u,, = U, =0
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Ekvationssystem

» Differensapproximationen av Poissons ekvation genererar ett linjart
ekvationssystem. Om steglangderna i x och y ar desamma blir systemet

-4 1.0 0 1 0 0 0 . 0Y u, Ju
1 -4 1.0 0 1 0 0 . O u, fas
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<

0 O 1 —4 0 0 . Jj-11 fj—l,l
000 -4 100 . 0f u,

=A)C2 fl,2
0 1 0 0 1 =41 0 . 0f uy, faa
0 00 1 0 0 1 -4 . 0fu,, fraa
0 000 0 0 0 0 . -4\u_,, Sraua

Ekvationssystem

* Det linjara ekvationssystemet kan I6sas med Gauss elimination (\) eller
med iterativ metod.

* Jacobis metod ar enkel och visar pa principen men i dag finns effektivare
metoder, Jacobis metod:

AU=F - (D+BU=F -U=-D"'BU+D'F
—U"" =-D'BU" +D''F, U’ startviirde

— [ vdrt exempel :

sl ) A=ACf, /4

+u"

n+l n n
Ujp = (uj+1,k U T U
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