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Projektsamling med Lab3-uppgifter

3B.1 Varpan — gotliandsk kastsport
3B.2 Metallroret — het vitska i ror
*3B.4 Futten — rymdskeppet illa ute
*3B.5 Stromkretsen — elektriskt svangningsforlopp
**3B.7 Partikeln — bana i elektromagnetiskt filt
3B.10 Nalle-Maja — bamsedotter gungar och hoppar langt
3B.11 Naturen — vaxter, moss och ormar
*3B.13 Vindkastet — bollkast i sidvind
*3B.14 Flodespaketet — partikelflode forbi en cylinder

Tvastjarnig uppgift klassas som svar och utfors av den som strévar efter hogre betyg.
Uppgift med en stjarna klassas som svar eller latt beroende p4 om man gor utvidg-
ningen eller avstar fran den.



3B.1: Varpan

I varpaspel kastar man en flat sten och det géller att traffa en maélsticka som &r
nedsatt i marken tjugo meter bort. Kastrorelsen beskrivs av differentialekvationerna
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dér varpastenens luftmotstandskonstant i x- resp y-led ar k, = 0.020, k, = 0.065.
Stenen kastas med hastigheten 19.0 m/s fran 1.50 meters hojd.

Varpans nedslagspunkt beror av kastvinkeln «. Ett kast simuleras genom att
man anger en kastvinkel och 16ser differentialekvationerna med Runge-Kuttas metod
tills varpan tar mark (t o m hamnar nedanfér marknivan y = 0). Interpolera fram
tidpunkt och z-koordinat fér nedslagspunkten.

Problemet att bestdmma vilken kastvinkel som ger vinnande varpakast med ned-
slag inom 1 cm fran malstickan utgor ett ekvationslosningsproblem. Skriv en effektiv
algoritm som beréaknar kastvinkeln och rita upp kastbanan. Tank pa att tva l6sningar
finns till varpaproblemet — en hég och en lag bana.

Diskutera (med hjélp av numeriska experiment) hur de numeriska metoderna och
andra eventuella osékerheter paverkar tillférlitligheten i vinkelresultatet.

d%y

Interpolera sedan i de ovan erhallna och lagrade kastbanevirdena (vektorerna for
t, x, y, &, y) for att astadkomma en tabell dér kasthojden skrivs ut for varje meter i
x-led. For att berdkna tidpunkten da x antar ett visst virde duger linjar interpolation
(om det inte ar alltfor glest mellan vérdena). For berdkning av y vid denna tidpunkt
ar hermiteinterpolation sérskilt 1amplig eftersom g-varden finns tillgéngliga. Rita upp
detta resultat ocksd med markering av varpans hojdlage vid varje meter.

Kast i motvind

Om man kastar i hard motvind méaste luftmotstandskonstanten i z-led séttas till ett
hogre véirde; samtidigt krévs en hogre hastighet vid utkastet for att varpan ska ha
mojlighet att na tjugo meter. Gor egen numerisk simulering av ett eller flera sadana
fall och visa bankurvor 6ver vinnande kast i motvind med de data som du valt.



3B.2: Metallroret

Genom ett tjockvaggigt cylindriskt metallror strommar en het vitska med den kon-
stanta temperaturen 450° C. Cylindervéiggen har innerradien 1.0 cm och ytterradien
2.0 cm. Temperaturfordelningen u(r) i metallen bestams av differentialekvationen

2
rd—u + du_ 0 med w=450 vid r=1 (langdenhet cm).
dr? ~ dr
Omgivande temperatur ar 20° C. Vid r = 2 ar temperaturgradienten du/dr propor-
tionell mot temperaturdifferensen, d v s dér géller du/dr = —K - (u — 20).
K &r en materialkonstant, det sa kallade varmeoverféringstalet mellan metall och
luft. Lat metallen i testfallet ha K = 1.

Gor enligt finitadifferensmetoden en diskretisering av intervallet 1 < r < 2 inde-
lat i N delintervall. Visa hur randvéardesproblemet kan approximeras av ett matris-
problem. Los detta forst for N = 25, fortsatt med successiva férdubblingar av NV tills
onskad precision erhalls — t ex fyra korrekta siffror i temperaturvirdet vid cylinderns
ytterradie. Rita upp temperaturférdelningen i metallen.

Man tillater inte att metallcylinderns utsida far bli varmare d&n 100°. Berdkna vilket
som &r det kritiska K-vardet fér metallen for att detta ska uppnaés.

Undersok dven hur kinsligt detta kritiska K-varde &ar for temperaturvariationer
i vitskan. Det intraffar ndmligen att vatskan i roret rakar stiga till 460° C i stéllet
for att halla det givna temperaturviardet 450° C.

(Problemet kan 16sas analytiskt, gér girna det for kontroll.)

Det visar sig att det tjockviggiga roret &r tillverkat av ett inhomogent material —
varmediffusiviteten i roret har ett radiellt beroende. Temperaturférdelningen w(r)

bestdms nu av 2 DN d
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D(r) ar ett tredjegradspolynom med derivatan noll vid inner- och ytterradien, alltsa
vid r = 1 och r = 2, dessutom géller D(2) = 2D(1).
Begynnelsevillkor och randvillkor 4r samma som tidigare. Los samma uppgifter

som ovan.



3B.4: Rymdskeppet Futten illa ute

Trots att raketmotorn gar for fullt forblir Futten hangande orérlig pa héjden H Gver

jordytan. Goda rad &r dyra! Kaptenen later rymdskeppet vrida sig nittio grader fran

det tidigare vertikala laget, och i fortsdttningen verkar raketmotorn horisontellt med

oférminskad kraft. Stortar Futten eller klarar sig rymdskeppet ut i rymden?
Newtons rorelseekvationer uttryckta i poldra koordinater lyder:
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dér vinkeln « var noll fére vridningen men blir 90° efter kaptenens manéver (vid tiden
t =0 och ¢ =0). R ar jordradien, g ar tyngdaccelerationen vid jordytan och G ar
tyngdaccelerationen pa héjden H dir Futten blev hiingande: G = gR?/(R + H)?2.
Med for vart problem lampliga enheter — ldngdenheten jordradie och tidsenheten
timme — galler g = 20.0 och forstas R = 1.

Futten befinner sig pa nagra jordradiers héjd ovanfor jordytan d& kaptenen gor
manovern. Undersok vad som hidnder om starthdjden H ar tva jordradier. Berdkna
och rita upp raketbanan under sa lang tid att det star klart om Futten stortar eller
forsvinner ut i rymden. Startvirdena till differentialekvationerna ges av det faktum
att Futten var helt stilla da kaptenen &ndrade banriktning.

Fundera ut en bra algoritm som med god noggrannhet och lamplig form av in-
terpolation berdknar tidpunkten och positionen fér banans allra ldgsta punkt. Vad
blir rmin-vardet nir Futtens starthdjd ar tva jordradier?

Uppgiften ar nu att med en effektiv algoritm réakna fram gransfallets H-véarde, dvs
Futtens starthojd Hgrsns som leder till en bana utan att katastrofen blir ett faktum.
Bestam hastigheten som Futten sveper forbi jordytan med och rita bankurvan fran
begynnelseldget till denna plats. Berdkna bankurvans langd, alltsa Futtens tillrygga-
lagda stracka fram till jordpassagen. Gor tillforlitlighetsbedémning av de erhallna
resultaten!

Bankurvan har parabelliknande form, eller hur? Bestdm och rita upp den parabel
som i minstakvadratmetodens mening bést anpassar sig till Futtens bana. Berédkna
parabelbagens langd och jamfér med Futtenstrackan ovan.

Utvidgning
Om kaptenen vid sin mandéver inte lyckas vrida Futten 90° hur mycket paverkar det
raketbanan? Gor simuleringar med vridningsvinklarna o = 70, 80, 90, ..., 130° och

studera hur det kritiska Hgysns-virdet andras, likasa hastigheten vid jordpassagen.
Rita bankurvorna.

For vilken vridningsvinkel kommer Futten att fa maximal hastighet vid jordytan
och vad &r maxvéirdet? Anvénd en effektiv algoritm fér att bestdmma detta.



3B.5: Stromkretsen

En enkel stromkrets bestar av en kondensator och en spole. Kondensatorn ar upp-
laddad till spdnningen Uj. Spolen innehaller jarn och har strémberoende induktans:
L = Lo/(1+ I?). Vid tiden t = 0 sluts kretsen och svingningsférloppet bestims av
tva samband: U = L% (spanningen 6ver induktansen) och I = —C% (strommen
genom kondensatorn).

Visa att f6ljande differentialekvation kan hérledas ur uttrycken ovan (efter derivering
av forsta uttrycket): d?I/dt? =21 (dI/dt)?/(1+ I?) —I(1+ I%)/LoC.

Vid ¢t =0 géller I =0 och dI/dt = Uy/Lg. Losningen I(t) &r en periodisk funktion
som &r mer eller mindre sinusliknande beroende av hur Uy-vardet véljs.

Data: Lgp = 1.10 H, C' = 0.85 uF. Prova fyra varden {or Uy, forst 300 V da jarn-
kdrnans inflytande &r nédstan forsumbart, darefter 1200, 1800 och 2700 V d& strom-
kurvan inte blir sinuslik ldngre.

Fore den numeriska behandlingen kan det vara bra att bedoma storleksordningen pa svéngnings-
tiden T'. For en krets med konstant C' och konstant L = Lo géller T' = 2m+/LoC' (hérled det).

Anvénd lamplig ode-16sare for noggrann berdkning och uppritning av stromkurvorna.
Fundera ut effektiva algoritmer for att med god precision bestdmma strommens
toppvérde Ij,ay och for att erhalla svingningstiden T

Fourieranalys
Programmet ska gora en fourieranalys av stromkurvan, det vill séiga berdkna koeffi-
cienterna ay, i fourierutvecklingen av I(t):
I(t) = ay sinwt + ag sin 2wt + agsin3wt + - -+, dar w=27/T.
Att det inte blir nagra cosinustermer i utvecklingen foljer av att funktionen I(¢) &r udda.

For fourierkoefficienterna géller ap = % fOT I(t)sinkwtdt, k=1,2,3,...

Vid valet av numerisk integrationsmetod bor du ténka pa att integranden &r en
periodisk funktion. Berdkna de femton forsta koefficienterna. Nar stréommen &r néstan
sinusformad bor alla koefficienter utom den forsta vara mycket smé, stammer det?
Det symmetriska utseendet hos stromkurvan gor att vissa fourierkoefficienter &r noll
(teoretiskt i alla fall). Vilka &r det och hur vél stdmmer teori och praktik?

Rita i samma figur upp stromkurvan samt resultatet av fourierutvecklingen, dels
da bara de tre forsta termerna tas med, dels da alla femton finns med.

Utvidgning
1. Det kommer ett krav att strommen i kretsen inte far 6verstiga 10 ampere. Berdkna
med en effektiv 16sningsmetod det spinningsvirde Uy = U ™™ som ger Iypax = 10.

Man har mojlighet att variera spolens Lg-véarde och vill darfor for en krets som
uppfyller kravet I, = 10 undersdka beroendet mellan U§™" och Lg. Berikna och

markera 1 ett diagram U§ ™ for Lo = 0.05, 0.1, 0.2, 0.3, ..., 2.0 H.

2. De bada sambanden U = LY med L = Ly/(1 +1%) och I = —C% bildar direkt
ett system av tva forsta ordningens ODE for strommen I(¢) och spénningen U ().
Det leder till en alternativ berdkningsmetod for att rita upp strom- och spannings-
kurvorna och for att bestdmma I, och svingningstiden T'. Genomfor detta for var
svangningskrets (fourieranalysen och utvidgning 1 behover inte vara med hér).



3B.7: Partikeln i faltet

Laddade partiklar ror sig med hog hastighet in i ett omrade dér det finns tva elektro-
magnetiska kraftfalt. Vid passagen inuti de bada kraftfalten kroks partikelbanorna.
Utanfor kraftfalten dr banorna ratlinjiga.

Félten finns inom tva cirkuldra cylindrar bada med radien R och med axlarna
parallella med z-axeln, mittpunkter vid x = a1, y = b1 respektive x = aq, y = bo.
Det elektriska faltet i cylindrarna &r E = F (1, 0, 0) respektive E = E (-1, 0, 0)
med konstant faltstyrka E. Det magnetiska féltet ar riktat i z-led och ar starkast
(w—al)]z;r(y—bl)2 )

i mitten. I forsta cylindern géiller B = B (0,0, 1 — w och i den

andra: B = B (0,0, —(1 —w (ﬂ?—az);+(y—b2)2))

mellan 0 och 0.5.

Om partikelns position vid tiden ¢ beskrivs med vektorn r(t) sa géller foljande
differentialekvation for partikelrérelsen: mi = Q (E + ¢ x B), ddr m &r partieklns
massa och ) dess laddning.

Betrakta forst rorelsen for en partikel. Den har hastigheten vy nar den kommer
farande langs negativa x-axeln i positiv riktning. Vi borjar studera rorelsen néir den
passerar origo. Om partikelns hastighetskomponent i z-led &r noll utanfor falten
s& forblir den noll inuti de ovan beskrivna félten; partikelbanan blir plan och kan
beskrivas med enbart z- och y-koordinater. I detta fall erhalls differentialekvationerna
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. w ar en viktfaktor med ett varde

r = (z—a1)?+ (y —b1)?,

om partikeln befinner sig i forsta kraftfaltet. Harled dessa uttryck ur kryssprodukts-
formeln ovan. Pa motsvarande satt erhalls uttrycken inom andra kraftfaltet. Utanfor
cirklarna (som cylindrarna nu reducerats till) galler m# = 0, d v s partikelrérelsen
blir ratlinjig.

Var studie giller elektroner med massan m = 9.1091 - 1073! kg och negativ
laddning @ = —1.6021 - 10~'? C. Hastigheten &r vy = 455 - 10 m/s. Ovriga data:
E =200 V/m, B =0.92-10"% Wb/m?, R = 0.012 m, a; = 0.015, b; = 0,
as = 0.030, by = 0.034. Viktfaktor w = 0.2.

Berékna elektronens bana fran z = 0 tills den med god marginal lamnat den
andra cylinderns kraftfalt. Utnyttja kunskapen om ratlinjig rorelse utanfor kraftfal-
ten (med ekvationslosning for skiarning mellan rét linje och cirkel). Anvind RK4 for
16sning av ode-systemet inuti kraftfalten och utfér lamplig interpolation for att er-
halla elektronens position precis vid utgangen av varje falt. Prova dig fram till lagom
tidssteg som ger acceptabel noggrannhet och motivera det valda steget!

Lat nu tre elektroner alla med hastigheten vy i z-riktningen komma in i parallella
banor; startpositioner vid t = 0 & x = 0 och y = —0.002, 0, 0.002. Beridkna och
rita de tre elektronbanorna med samma viktfaktor w = 0.2 som ovan. Efter passagen
genom kraftfdlten &r banorna inte parallella ldngre. Genom att forflytta det andra
faltet 1 y-led (alltsa dndra bp-vérdet) kan man astadkomma att banorna for elektron
nr 1 och 3 blir parallella igen. Anvind néagon effektiv algoritm for att bestdmma
cylinderplaceringen.

Magnetfaltets styrka beror av viktfaktorn w. Man vill studera hur en &ndring av
w-vardet paverkar slutriktningen for de parallella elektronbanorna. Utfor berdkning-
arna for w = 0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5.



3B.10: Nalle-Maja gungar

Bamse har satt upp en gunga i en triadgren. Nalle-Maja kan kan sétta sig pa gungan
alldeles sjélv och hon lyckas da fa gungan att bilda 25 graders vinkel med lodlinjen. 1
bérjan kan inte Nalle-Maja ge fart sjilv, utan det blir en ddmpad svingningsrorelse
dér utslagsvinkeln u beskrivs av differentialekvationen

v kdu g |

W E% + E sinu = 0.
k = 1.20 ar en dampande konstant beroende pé luftmotstand och tradgrensfriktion.
Nalle-Maja véger tillsammans med gungan m = 17 kg, replangden L ar 2.0 meter,
triadgrenen finns 2.5 meter ovanfor marken och ¢ ar 9.81 m/s”.

Néar Nalle-Maja har gungat fram och tillbaka nagra ganger inser hon att hon kan
Oka farten sjélv genom att luta sig ratt vid vindléagena. Pa det sdttet astadkoms en
plétslig forandring i vinkelhastigheten vid varje umax och umiy. Vid tillrdckligt stor
sadan hastighetsknyck kan hon gunga hogre och hogre. Infor lagom stor diskontinu-
itet 1 vinkelhastigheten vid gungans vindldgen! Du behdver nog ockséa hjilpa Bamse
att sétta en grans for hur hogt hon tillats gungal

Nu boérjar Nalle-Maja prova hur langt hon kan hoppa. Hon gungar om och om
igen och hoppar av i farten vid olika vinklar. Hur ska hon gora for att komma langst?
Under luftfarden géller differentialekvationerna

dz  do [(dv 2+ dy\?

az = "ar\ e dt
dy  |dy d_‘”2+ dy\?
az = I i dt

dér £ = 0.15 dr hennes luftmotstandskoefficient. Hur far man begynnelsevillkoren
till detta differentialekvationssystem?

Simulera hela forloppet alltifran starten med den ddmpade svingningen tills
Nalle-Maja méaste ga hem efter att ha lyckats gunga och astadkomma det allra langsta
hoppet. I algoritmen géller det att tdnka pa att nedslaget sker pa marknivan y = 0,
det kan kravas lamplig form av interpolation for att bestimma nedslagsplatsen med
god precision.

Rita upp Nalle-Majas gungning och hoppbanan fran gungan dels i ett testfall da
Bamse bara tillater att Nalle-Maja gungar till en maximal utslagsvinkel pa 60°, dels
i ett fall dar du och Bamse vagar lata henne vara dnnu djarvare.
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3B.11: Naturen — vaxter, moss och ormar

Vid borjan av ar noll planteras 100 exemplar av en nyttovixt pa en bordig 6. Bestan-
det utvecklar sig snabbt med tiden enligt dV/dt = a1V — aaV?, diir V (¢) ir antalet
viixter vid tiden ¢ (tidsenheten #r ar). Konstanterna #r a; = 16 och ap = 1.8 - 107,
Differentialekvationen dr analytiskt losbar (separabel) men kan forstas ocksa losas
numeriskt. Man finner att da ¢ kar sa nérmar sig V' (¢) ett konstant slutvérde, vilket?

Lat tidpunkten vara T da antalet vixter stigit till 95% av slutvirdet. Ange hur
manga dagar efter inplanteringen som detta uppnas. Anvind RK4 med tidssteget
en dag, alltsd dt = 1/365, for att finna dagen. Men prova dessutom om RK4 med
tidssteget en vecka (och viss interpolation) leder till samma dag.

Just den dagen anlidnder tva vixtatande djur till 6n (man kan val ténka sig

ett par moss). Samspelet mellan véxterna och djuren kan beskrivas med féljande
differentialekvationer, dir S(t) betecknar antalet skadedjur: dV/dt = a1V —asV? —
a3Vs, dS/dt = —b S"* + by V06508,
I vixtekvationen tillkommer termen —a3V'.S som effekt av att skadedjuren dykt upp,
konstanten ag = 0.011. Djuren har svarigheter att 6ka ju fler de &r, ddrav den negativa
forsta termen i dS/dt, konstanten &r by = 2.0, Djurantalet 6kar ddremot nar de har
mojlighet att utnyttja fodan; i den positiva andra termen galler by = 0.085.

Detta differentialekvationssystem har da ¢ gar mot odndligheten en konstant sta-
bil 16sning. Satt derivatorna lika med noll och 16s det ickelinjidra system som ger
slutviardena fér V och S.

Lés differentialekvationerna numeriskt med lamplig metod fram till tidpunkten
T, = 1.5 (d v s ett och ett halvt ar efter vixtplanteringen). Har antalet vixter och
skadedjur hunnit stabilisera sig? Hur méanga procent (eller promille) avviker deras
varden fran slutvédrdena?

Vid denna tid infors rovdjur (ett ormpar) pa on for att halla de véxtétande
mossens antal nere och ddrmed O0ka méngden av véxter. Man far ett differential-
ckvationssystem dér vixtekvationen &r oféréndrad (ormarna &dter inte véxterna).
Skadedjursekvationen blir nu

dS/dt = —byS** + b V06898 SR dR/dt = —ci R+ coSVR.

Med lampligt valda varden pa konstanterna i modellen géller &ven hér att V', S och
R for stora t-viarden narmar sig en konstant stabil 16sning. Lat b3 = 1.5, ¢; = 2.0
och ¢ = 0.025. Satt derivatorna till noll och 16s ut slutvirdena for V', S och R.

Los differentialekvationssystemet tills tre ar gatt sedan vixterna planterades,

T3 = 3. Hur néra sina slutvirden har de inblandade parterna natt?

Hjalper besprutning?

Oborna som utnyttjar vixterna och vill skorda frukterna #r &dnda inte néjda —
man tycker att skadedjuren ater for mycket. Vid tidpunkten T3 beslutar man sig for
en arlig besprutningskampanj, som ar sa anpassad att 70 procent av skadedjuren
ddédas vid varje ars besprutning. Effekten ar tyvarr sddan att dven rovdjursstammen
drabbas, 20 procent av rovdjuren dodas samtidigt varje ar av giftet.

Los alltsa differentialekvationssystemet med besprutning varje ar inford. Efter
nagon tid har bestdnden stabiliserats till nya viarden (en periodisk 16sning uppstar).
Har 6borna gjort ratt? Studera viixtbestandet under ett ar fére och efter besprut-
ningskampanjen.

Hur kénslig &r denna ekologiska modell fér stérningar i koefficienterna? Gor nagra
numeriska experiment med smé (eller kanske stora) forandringar i nagon eller nagra
koefficienter och undersok hur resultatet blir! Experimentera ocksd med andra be-
sprutningsmedel som paverkar skadedjurs- och rovdjursbestanden annorlunda &n det
forst provade giftet.



3B.13: Vindkastet

En aprildag med varma sydvindar trédnar Pelle bollkast pa sportplanen. Han kastar i
viig bollen 6sterut med utkastvinkeln (i vertikalplanet) 35°, hastigheten 20 m/s och
héjden 1.8 m. Pelle har fotterna i origo i ett koordinatsystem med horisontella x-
och y-axlar, x at Oster, y at norr (i vindens riktning).

Differentialekvationerna fér bollbanan blir

i=—qi, i=-q@W—az), :=-981—¢q|z|, dir ¢=c/i%+ (v —a(z))? + 2.
Luftmotstandskoefficienten ¢ beror av bollradien och massan och &r for Pelles boll
¢ = 0.070. Vindstyrkan &r 7 m/s vid marken och 6kar den hér aprildagen med hojden
enligt: a(z) =7+ 0.35z.

Visa hur differentialekvationerna kan skrivas om pa vektorform till ett system
av forsta ordningens differentialekvationer och ange startvektorns komponenter. An-
viand en effektiv algoritm som bestdmmer kastbanan tills bollen natt mark och be-
raknar nedslagsplatsen noggrant. Nagon form av interpolation behovs eftersom rék-
ningarna inte ska utféras med ondodigt litet tidssteg. Rita kastbanan med matlabs
plot3(x,y,z).

Pelle vill att bollen trots vinden ska sla ned rakt Osterut, alltsa pa z-axeln. Hur
ska han vénda sig i kastogonblicket for att dstadkomma det? Hans utkastvinkel i
vertikalplanet ar fortfarande 35°. Utoka med en effektiv algoritm for detta.

Pelles boll studsar nédr den slar ner pa marken. Vid studsen blir bollens rikt-
ningskomponenter i z- och y-led oférandrade, medan riktningens z-komponent byter
tecken. Lagg pa lagom hastighetsminskning, en dampningsfaktor pa 0.80 vid varje
studs. Visa en bild 6ver bankurvan for den studsande bollens fem forsta studsar, da
Pelle kastar bollen s& att forsta nedslaget hamnar pa x-axeln.

Utvidgning

Nu vill Pelle préva bolltraff mot en liten grej pa toppen av en 3.5 meter hog stolpe,
6 m osterut och 2 m at norr, alltsa vid 2y = 6.0, Ypry1 = 2.0, 2pry1 = 3.5.
Differentialekvationerna &r oférédndrade (samma boll och samma blast). Pelle har
samma position som forut men han &r lite forsiktigare, utkasthastigheten ar 15 m/s.

Pelles forsta forsok gors med utkastvinkeln 60° i vertikalplanet och vridning 15°
medurs (s& att ndsan pekar ungefir ostsydost). Skriv en algoritm som berédknar boll-
banan och med god precision (viss interpolation behévs) anger y- och z-koordinaterna
nér bollen finns vid z = xppy1.

Ténk ut en smart algoritm for att hjalpa Pelle att med sa fa forsok som mojligt
triffa grejen pa stolpen. Det dr tva villkor att uppfylla vid o = 2y (rétt virden
pa y och z) och tva obekanta vinklar att bestdimma, det leder till att ett ickelinjéart
ekvationssystem behover stéllas upp och 16sas. Gor det!

Rita upp stolpen och Pelles lyckade bollkast som slar ned grejen fran stolpen. (Men
vad ar det for grej?)



3B.14: Flodespaketet — partikelflode forbi en cylinder

En langstrackt cylinder med radien R = 2 befinner sig i en inkompressibel vétska som
strommar i positiv z-riktning. Cylinderaxeln (z = 0) &r vinkelrat mot flédesriktning-
en. Det hela kan betraktas som ett 2D-problem. Flodespartikelns lage (z(t), y(t))
vid tiden t bestdms av startpositionen och av differentialekvationerna

dz R*(z? —y%) dy B 2xyR?

@U@ @ @R
Vid t = 0 befinner sig fyra partiklar vid £ = —4 med y-positionerna 0.2, 0.6, 1.0 och
1.4. Berékna och rita deras stromningskurvor fram till tiden ¢ = 12. Notera léget
for de fyra partiklarna vid denna tidpunkt. Den understa partikeln har hamnat pa
efterkilken. Berdkna med en effektiv algoritm hur lang tid som kravs for att den ska
na fram till samma z-position som den Gversta har vid ¢ = 12.

Vi vill studera hur ett paket av flodespartiklar deformeras nir det strommar forbi
cylindern. Det géller att 16sa differentialekvationssystemet en tidsetapp i taget och
rita en 6gonblicksbild av partikelpositionerna. Lat startformationen for partiklarna
vara en regelbunden tjugohorning med centrum i (—4, 1) och radiella avstandet 0.6
till hérnen. Beridkna arean av varje deformerad polygon. For en sluten polygon finns
areaformeln: A = (z1y2 — xoy1 + Toys — T3y2 + -+ + Tpy1 — T1Yn)/2.

a

-2 0 2 4 6

GOr om berédkningarna for en fyrtiohOrning. [
Genomfor ocksa en richardsonextrapolation pa o
areavirdena med antagandet att areaformeln
har samma noggrannhetsordning som trapets-

regeln. Fortsatt eventuellt med en férdubbling 2 O 0 f)\()@

\

Al %

av antalet horn.

Vilken slutsats kan dras om partikelpaketets area under strémningen?
Utfor egna experiment med annan startform pa paketet och andra positioner i y-led.

Utvidgning: Partikelfléde férbi en sfir (3D-problem)

Cylindern i den strommande vatskan byts ut mot en sfar med centrum i origo och
radien R = 2. I sfaren finns en dipolskélla riktad i positiv x-led med en styrka sadan
att flodespartikelns lage (x(t), y(t), z(t)) bestams av foljande differentialekvationer
dér s = \/a? 4+ 32 + 2%
dr/dt =1 — R3(22? — y? — 22)/2s°, dy/dt = —3R3xy/2s°, dz/dt = —3R3xz/2s®
Borja med att berdkna och rita stromningskurvor fram till tiden ¢ = 15 for nagra
partiklar som alla startar vid x = —6. Vérden pa y(0) och z(0) véljer du sjalv.
Skapa sedan ett partikelpaket i form av en polyeder med hjalp av
np=8; [X,Y,Z]l=sphere(np); w=0.6; X=-6+w*X; Y=yO+w*Y; Z=z0+w*Z;

Anvind egna virden pa yO och z0 och utfor be-
rakningar for att studera hur polyedern av par-
tiklar deformeras nér den strommar forbi sfaren.
Rékna ocksa pa en polyeder med np=16.

Hur &r det med partikelpaketets volym under
farden? Hur rdknar man ut volymen for en de-
formerad polyeder? Fundera pa det!

Efter lite grubblande kan du fa tillgang till en funktion

som beréknar volymen genom summation av manga sma

pyramidvolymer.



