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Minstakvadratmetoden |

NAM 2
Exempel:

Data-anpassning

Fel-utjdmning

Formulering som linjart Overbestimtmxn, M >n
ekvationssystem AX=Db

m
- - : s _ : 2
Princip meHAx—bH2 = m):nHer, m):an,
i=1
Nodvandigt villkor: Kolumnerna i A vinkelrata mot
residualvektorn r, normalekvationerna

ATAx =Ab



Minstakvadratmetoden Il

Bevis
Geometrisk tolkning, se NAM. Har analytisk metod, analog med
variationskalkylen.
Antag att x ger minimum. Betrakta

f(£) = (A(x+e&v)—b)T (A(x+ev)—b) > (Ax—b)' (Ax—b)
for godtycklig vektor v. f ar kvadratisk 1 € och minimum som
maste antas for ¢ = 0 ges av att derivatan = 0 for € = 0.
Alltsa, f'(¢) = (Av)" (A(X+&v) —b) + (A(x+ &v) —b)" (Av),

Ay Tiav Yy oyl AT
f'(0)=2(Av)' (Ax-b)=2v' ATr=0
r
Eftersom detta galler for alla v maste ATr = AT(Ax - b) =0



Minstakvadratmetoden Il
Exempel
Minstakvadrat-anpassning av polynom P(x) av grad n till m
data-punkter (x;y;), 1 = 1,2,...,m. n+1 koefficienter c; att

bestamma 1-¢q +x1-C1+X12 Cop+..tX Ch=V1
n
2 n
P(X() = 2.0 = Vi 1:Co+Xp-C+Xy Cot..t X3 Ch=Yp
k=0 1-Co+X3-C+ X5 -Cp .+ X§ -C = Y3
1 ox X X
2 n Co Y1
1 Xo X5 X2 C
1 y2 MATLAB:
A Cc= C2 y = y3 Cc = A\ -
1 X Xg .. Xg Y
Cn Ym
L Xp  Xf Xm




Minstakvadratmetoden IV
Andra basfunktioner )
1. Polynom: o (X) =(x—a) r;]k =01...,n

“Centrering” 9 = (Z Xy )/ m
ger battre konditionerad matris k=1

.2 2
2. Fourier-analys  #ox—1(X) =sin(k Tﬂx),¢zk (x) = cos(k Tﬂx)
for data med period L.

I\/IATLAB polynom:
cC = polyflt(x y) ypl = polyval(c,xpl)

a
CC

ypl

mean(Xx) ;

polyfit(x-a,y);
polyval (c,xpl-a);



Minstakvadratmetoden IV

Gauss-Markovs sats:
Omy = Ac + e, dar e, ar normalfordelade, okorrelerade
stokastiska variabler med medelvarde O och samma varians o,
sa ger minsta-kvadratskattningen

ATAC=AT (y +e)
den medelvéardesriktiga skattningen av ¢ som har minst
(co)varians:

E[E-c)(E-c) 1=c?(ATA) ]

c kan skattas med o = HFHZ [Am—n
vilket visar hur "felet” minskar med antalet matningar m.



Minstakvadratmetoden V

Exempel:
Minstakvadrat-approximation med polynom

f(x) = ————x<[02]
X“+1+0.4X

f’s poler ligger vid 212 ~—0.2+0.98I

Vi tar n = 100 punkter jamnt fordelade 1 [0,2]
polyfi1t med grad d ger d:te grads polynomet P(x,d).
Ford=0,1,...,N

plotta felkurvan ~ €(X,d) = P(x,d) — T (x)

och darefter loIog(RMS(e)) och c(1,d) (hogstagradskoeff.),
RMS(e) = (., d)|, /+/n

och e(x,d)/RMS(e) sfa.xochd




Minstakvadratmetoden VI
100;
linspace(0,2,n)"; % ocentrerat !
1./(xX."2+1+0.4*x);
10;
etab = zeros(N+1,1); ctab = etab;
mm = zeros(length(x),N+1); % ska blir e sfa x & d
subplot(211)
for deg = O:N
c = polyfit(x,f,deg);
e = polyval(c,x) - T; e(x,d)::ID(x,d)-—'f(x
RMSe = norm(e)/sqgrt(n); |Qhﬂ8(e)::”e(,d)H2/ n

Z = X 5

etab(deg+1l) = RMSe;

mm(:,deg+1l) = e/RMSe;

ctab(deg+1l) = abs(c(1l)); % hogstagradskoeff
plot(x,e,"k")

title(["d ",num2str(deg),” enorm " ,...
num2str(RMSe) ], " fontsize™,14)
pause(0.1)
end
hold on
xlabel ("x","fontsize",14)
ylhabel ("p(x,d) - F(X)", "fontsize ' :14)



Minstakvadratmetoden VII

d 10 enorm 1.1207e-006
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