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3A.1: Skarabén — den heliga pillerbaggen

I gamla Egypten gjordes avbildningar av den tordyvelliknande heliga pillerbaggen Sca-
rabaeus sacer. Dessa sa kallade skarabéer anvindes som amuletter och man lade dem
ofta pa mumiens brost. I matematiken beskrivs skarabékurvor av ekvationen

(22 + 92+ ay)? (@ +y?) — (22 - yH)* =0

dir a ar en formbestdmmande parameter. I poldra koordinater blir skarabéformeln
trevligare: r = cos2p —asing, 0 < ¢ < 2xw. (Obs! r antar dven negativa vérden.)
Harled formeln. Rita upp skarabéer for a-viardena 0, 0.5, 1, 1.5, 2 och se hur formen
beror av a. Berdkna totala omkretsen fér var och en av dessa skarabéer — anvénd
en effektiv numerisk metod for integration av bagléngdsformeln i polédra koordinater.
Motivera din integrationsmetod.

Anvind ekvationslosning for att bestdmma och rita upp den skarabé som har en
omkrets pa precis tio lingdenheter. Denna pillerbagge (med det erhallna a-virdet) &r
basmodell for fortsatta studier. For att kunna mala skarabéns kropp, huvud och vingar
i olika farger maste man forst kinna till alla ¢-varden déar r ar noll. Bestdm dem och
anvind fill-kommandot fér malningen.

Betrakta i fortsdttningen bade denna symmetriska skarabé samt en nagot foérvanskad
och osymmetrisk skarabé som definieras av uttrycket

1
r = (cos2p — asinp)(1 — §sian0),

diar K ar ett jamnt heltal. Prova bade K = 4 och K = 6. Skarabén uppfyller att |r|
har maximum pa fyra stéllen. Bestdm dessa punkter med gyllenesnittetsokning.

Fran huvudets |r|q-position utgar Atons livgivande stralar, en genom vardera
vingens |r|mq.-punkt och en tredje strale ned till |r|,,q,-punkten pa bakkroppen. Stra-
larna bildar tillsammans med skarabén en variant av livssymbolen ankh. Rita hela
ankh-symbolen.

Varje vingstrale gar genom ytterligare en punkt pa vingen. Bestdm positionerna
for bade vanstra och hégra vingens skirningspunkter och markera dem.

Skapa slutligen en tredimensionell pillerbagge. Huvudet och vingarna kan behal-
las plana, medan kroppen ska konstrueras av en uppséattning kvadratiska bézierkurvor
som alla startar i origo, alltsa p; = (0, 0, 0). Lat varje bézierkurva finnas i ett ver-
tikalplan som foér den j-te kurvan skér zy-planet ldngs linjen fran origo till en punkt
p2 = (xj, yj, 0) pa skarabén. Ge lamplig placering av styrpunkten sa att den lig-
ger i vertikalplanet och dessutom skapar lagom vélvning pa pillerbaggskroppen. For
3D-ritningen behévs plot3 och £i113, eventuellt ocksa surf (i vénstra figuren nedan).




3A.2: Roddbaten

Med hjalp av en rét linje, en parabel och ett antal kubiska bézierkurvor ska en fyra-
meters roddbat konstrueras. Lat bottenprofilen borja som rét linje vid aktern och folja
z-axeln fran z = 0 till # = 3 dér den &vergar till parabeln 2(x) = zp(z — 3)2.

Batens ovre ytterkontur vid ziop = 0.7 dr symmetrisk kring x-axeln och bestdms

for positiva y av tva kubiska bézierkurvor genom punkterna (xy-koordinater):
(0, 0), (1.8, 0.8) och (4, 0). Kurvriktningen &r (0, 1) i forsta punkten och (1, 0) i den
andra. Baten ska vid féren ha en vinkel pa 72 grader. Anvénd féljande styrpunktsav-
stand i testfallet: a1 =0.9, as =1.5 for forsta kurvan samt a; =1.2, as=0.7 for den
andra.

Tvérsnittskurvorna (spanten) i vertikalplan for fixt x utgors ocksa av kubiska bé-
zierkurvor, samtliga med lodrat lutning vid toppunkten P; (dér z = z,,) och med
lutningen +1/2 vid bottenpunkten P, (dir y = 0). Testfallets styrpunktsavstand &r
a] = ay = 0.5 HPQ - PlH
Rita upp konturkurvorna (som plana kurvor i 2D, alltsd inte 3D). Rita sedan hela
baten i 3D med surf-kommandot.

Batens volym bestdms av V = fgl Asnitt(x) dr dér integranden dr tvérsnittsarean
vid fixt z, som for bézierkurvorna med 0 < ¢ < 1 kan skrivas Agpi = 2 fol yzdt
(eventuellt med ombytt tecken). Verifiera formeln. Berdkna batvolymen och bedém
noggrannheten i volymvérdet (gors lampligen experimentellt genom omrékning med
halverade steg).

Hur kénsligt ar volymvérdet for storningar i indata, t ex med ett zop,-véirde pa 0.717
Hur mycket paverkas volymen om styrpunktsavstanden har en osékerhet pa +0.057
Gor experimentell storningsrékning for att utrona detta.

Skapa slutligen en egen designad vackrare bézierbat med annan vinkel i féren och andra
val av styrpunktsavstand etc.



3A.3: Kulor pa ett snore

Anna har kulorta kulor av blandade storlekar i en lada. Hon véljer ut nagra kulor
(mellan fem och tio stycken), féster dem péa ett rott sidenband med varierande avstand
och knyter fast bandets bada &ndar pa lika hojd i kdksfonstret. Uppgiften ar att rita
upp Annas fonsterdekoration.

Teori: Hang bandet i x-axeln mellan origo och & = a och lat antalet kulor vara n med
massorna msi, ma,..., Mmy,. Kulorna ar sa tunga att sidenbandets vikt ar férsumbar.
Bandléangderna &r Ly, Lo, Ls, ..., Ly dir N = n+1. Summan av bandldngderna maste
forstas vara storre an avstandet a mellan upphéangningspunkterna. Det &r lampligt att
som obekanta inféra de N vinklarna wuq, us,..., enligt figuren. Vinklarna uppfyller:
/2> up > ug > ... > uy > —n/2. Motivera det!

Rent geometriskt maste foljande samband gélla (motiveral)

ZL cosu; = a, ZL sinu; =0

Spannkraften S 1 VarJe bandstump har horisontell och vertikal komponent. Jamvikt
kréver att

S;cosu; = Si41€OS Uiy, Sisinu; = Si41sinuir1 + m;g
Sit1€08Uj+1 = Sit2COSUt2, Siy18IMU41 = Siyasinuira + mit1g

Elimineras S;, S;y1 och S;y9 ur dessa ekvationer fas foljande samband (motiveral)
M1 tanu; — (m; + migq) tanwu; 1 + mitanu;p 0 =0, i=1,2,..., N — 2.

Dessa kraftsamband utgor tillsammans med de bada geometriska villkoren ett ickelin-

jart ekvationssystem for bestdmning av vinklarna. Los det!

Alternativ algoritm som ocksa ska prévas: En idé ar att med variabelbyte astadkomma
att ekvationssystemet till storsta delen blir linjart. Da skulle det rdacka att gissa tva
varden (t ex uj och uy) och berdkna de 6vriga med tridia. For de bada aterstaende
ekvationerna kan man inte langre berdkna derivatorna analytiskt, men en modifierad
Newton med tva-ganger-tva Jacobianen approximerad av differenskvoter borde ga bra.
Utveckla detta till en anvindbar algoritm och berékna alla vinklarna.

Kulférsvinnandeproblemet aterstar att 16sa: Annas pyrotekniskt intresserade pojk-
van har i hemlighet preparerat bandet och kulorna och vid nyarsfirandet tdnder han
pa bandet i origo. Det brinner sakta som en stubin utan att ga sénder, men varje gang
lagan passerar en kula exploderar kulan och sprider farggrann konfetti 6ver festdelta-
garna. Rita upp de olika former kulbandet antar nér kula efter kula forsvinner, tills sa
fa kulor &r kvar att bandet inte halls strackt langre.

Nér detta intraffar kommer bandet att anta kedjekurveform:

y(x) = ay cosh Z— 20 _ ar+yo

af

dér xg och yg &r koordinaterna for ldgsta punkten och ay &r formparameter. Berdkna
och rita upp hur bandets form férdndras d4a aterstaende kulor férsvinner en efter en.

Annas dekorationsdata: a =80, L =[23101562081815], m = [7253194].

Du ska dessutom 16sa problemet fér en egen uppséattning data med andra bandlangder
och kulmassor (minst sex olika tunga kulor ska snoret ha).



3A.4: Krocken

I Axelby ligger torget i origo och tvirs genom byn gar den alldeles raka X-gatan.
Ytterligare en vig leder genom byn, det &r den slingriga gamla landsvigen Y-slingan
(numera cykelviig) som korsar X-gatan med allt tétare intervall mot utkanten av byn.
Y-slingan foljer formeln

Y (z) = ae P sin (22).

Genom foljande positionsangivelser kan Y-slingans parametrar a och 3 bestdmmas.

z | 050 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 2.25 2.50 2.75 3.00 3.25 3.50
y | 0.13 040 048 036 003 -035 -—-043 -0.01 042 018 -0.38 -0.13

Osquar borjar sin kvéllspromenad vid torget och promenerar med raska steg och
konstant hastighet langs X-gatan ut fran byn. Vid gatlyktan som finns i forsta vig-
korsningen efter torget tittar han péa klockan, den &r kvart i nio.

Maggan &r samtidigt ute pa cykeltur pa Y-slingan. Pa sin artonvixlade hoj far
hon fram ganska precis tva och en halv gang s& snabbt som Osquar géar. I en av alla
dessa vagkorsningar mots de tva och undviker med en harsman att kollidera i morkret
(s& hér langt fran torget finns inga gatlyktor langre). Skattande sig lyckliga fortsétter
Osquar och Maggan pa var sin vig med oférminskad hastighet. Men i nésta korsning
ar krocken ett faktum!

Krockplats? Hastighetsforhallande? Var befann sig Maggan kvart i nio?

Ur informationen ovan ér det mojligt att bestdmma krockplatsen och finna det verkliga
hastighetsforhallandet ¢ mellan Maggan och Osquar. Hur néra 2.5 hamnar det?

(En hel del baglangdsberidkningar krivs dér integrationsgranserna utgors av nollstéllen
till uttrycket fér Y-slingan.)

Ytterligare en fraga ska besvaras: I vilken punkt pa Y-slingan befann sig Maggan
dé klockan var kvart i nio? Hennes position vid denna tidpunkt bestdms av sambandet
Magganvig= q-Osquarvdg. Los med en effektiv ekvationslosningsalgoritm; tank ocksa
pa att vara smart i det iterativa forfarandet sé att varje ny baglangdsberikning endast
behover utforas Gver ett kort integrationsintervall.

Gor noggrannhetsbedémning av resultatet med hénsyn tagen till de numeriska
metoder som du anvént.

Vid rekonstruktionen av olyckan kom det fram att Maggan alltid sneddade i kur-
vorna sa att hon i sjélva verket foljde y(z) = C - Y (x) med ett C-virde strax under
ett. Forst ryktas det att C' = 0.96. Hur mycket paverkar det resultaten (g-vérdet
och Maggans ldge kvart i nio)? Nagon sdger sedan att Maggan sneddar vérre &n sa,
C = 0.92 ligger nog ndrmare verkligheten. Hur mycket paverkas resultaten av denna
formodan?

Rita X-gatan, Y-slingan och Maggans sneddade fardvég i fallet C' = 0.92, markera
krockplatsen och Maggans ldge klockan kvart i nio i de olika fallen.



3A.5: Tekannan

Som kénd designer av bruksting har du av Earl Grey fatt en bestéllning pa valformade
tekannor. Bézierkurvor passar utmérkt for formgivning; du ténker dig att kannan gors
rotationssymmetrisk kring z-axeln och att den genererande kurvan ar en kubisk bézier-
kurva placerad i xz-planet. Det forsta designforslaget utnyttjar interpolationspunkter
vid =4, 2=0 och £=2.5, z = Zpanne = 13, kannans bottendiameter ar alltsd 8 cm
och diametern upptill &r 5 cm. I detta fall — som alla testrdkningar gors pa — finns
styrpunkterna vid (9, 3) och (8, 6). Berikna bézierkurvan r(¢) (med komponenterna
q(t) 1 z-led och z(t) i z-led).

Tekannans pip formas som en sned avhuggen kon dér varje tvarsnitt i plan parallella
med xy-planet &r ellipser. Vi kan ténka oss pipen forlangd ned till xy-planet. Dér ar
konens basyta en ellips med halvaxlarna ap,s = 4.2 ¢cm och by, = 3.2 cm. Konens
topp finns vid x40y = 11, Yop = 0, 240p = 16. Da kan uttrycket for konen skrivas i
parameterform:

Tron (U, V) = (1 — w)(@pgs COS U, bpgssinv, 0) +uryy, 0<u <1, 0<v <27,

Den verkliga pipen utgor en del av konen, fran konens skirning med tekannan (med
s& smaningom bestdmda u- och v-véirden) upp till 2 = zganne dér u-virdet ar upq, =
Zkanna/ztop

Rita upp den piplésa tekannan med surfl och lagg till ett surfkommando med
den trunkerade konen (u-virden fran 0 till %y,q,). MATLAB gor en grov berdkning av
skdrningen mellan kanna och pip, vilket nog kan ses i din figur.

Uttrycket for den rotationssymmetriska tekannan kan skrivas i parameterform som
Tranna = (q(t) cos @, q(t)sin, z(t)). Stall upp ekvationssystemet for skirningen mel-
lan kanna och kon (z-, y-, z-samband). Lat v vara variabeln som genomloper véirdena
v =0, dv, 2dv, ..., 7 med lampligt valt dv (andra halvan ges av symmetrin).

For varje v-varde 16ses ekvationssystemet, som faktiskt kan reduceras till en enda
ekvation for bestamning av ¢t (eliminera ¢ genom lamplig kvadrering av forsta och
andra sambandet; stoppa in tredje sambandets u-uttryck). Berdkna t och dérefter
tillhérande u-varde.

Genom insdttning av u och v i uttrycket for rg,,, ovan erhalls varje enskild skérnings-
punkts x-, y- och z-koordinater. Rita nu in tekannans pip fran skdrningen med kannan,
och en vacker tekanna kan skadas! Forma gérna ett handtag av en kubisk bézierkurva
och kanske ett lock déartill.

Hur mycket te rymmer denna kanna? Gor en ungefirlig volymberdkning (svar i
liter med skattad osékerhet).

Utover den hittills formgivna tekannan ska du designa minst en tekanna till, gérna
med samma héjd men med andra styrpunkter, annan ellipsform for konen och andra
koordinater fér kontoppen. Far det plats mer te i den nydesignade kannan?



3A.6: Orunda hjul

Pa Tekniska museet finns en kugghjulsdrift med ovala hjul. Det finns ocksa cyklar med
ovala kedjehjul. Idén ar att man ska fa det ldttare i trampornas vindlagen dar man
har liten momentarm, och ta igen det i ytterligena dér momentarmen &r som storst.
Uppgiften ar att studera hur omkretsen av konvexa holjet varierar med vinkeln o for f6l-
jande givna hjul. Det elliptiska hjulets ekvation #r for o = 0: r(¢) = (acos ¢, bsin ¢)”
med a = 3 och b = 1.5. D& hjulet vrids vinkeln « blir ellipsekvationen r.(¢) = Sr(¢)
cosa —sina )

dér S ar vridningsmatrisen .
sina cos«

Pa avstandet L = 6 langs z-axeln finns ett cirkuldrt hjul som i parameterform har
ekvationen r.(u) = (L + ccosu, csinu)? med ¢ = 1.

For att vi ska kunna berékna hela omkretsen av konvexa holjet, betraktat som
ett omgivande elastiskt strackt band, maste bandets tangeringspunkter pa cirkelns
och ellipsens ovansida forst bestimmas. Sambanden kan skrivas som ett ickelinjért
ekvationssystem (obekanta &ar vinkeln u pa cirkeln och parametern ¢ pa ellipsen).
Motsvarande gors for tangeringspunkterna péa undersidan av hjulen.

Omkretsen bestar av fyra delar. De réta linjestyckenas léngder och cirkelbagpartiet
ar latta att berdkna, men den delen av bandet som 16per langs ellipshjulet kréaver en
numerisk integralberikning. Rita upp omkretsen av konvexa holjet for « i intervallet
0 < a<m/2 till exempel med steget da = 7/24.

Om det &r en otdjbar kedja som omger hjulen, hur stort slack uppstér?

Vidareutveckling: Man skulle kunna ténka sig en konstruktion som later axelavstandet
L variera med vinkeln « sa att kedjan hela tiden halls striackt och har langden lika
med maximala omkretsen ovan. Det géller alltsad att L(a) > 6, och det maximala
L-vardet upptrader da o = 0. Berdkna L4, med ekvationslosning. Berdkna och rita
upp axelavstandet L(«) i intervallet 0 < o < 7/2 (med samma steg da = 7/24 som
tidigare utnyttjats).



3A.7: Rullbordet

Den anrika festvaningen Vinkeln har fatt sitt namn pa grund av de vinklade serverings-
gangarna som leder fran koket till de tre festsalarna. De 80 cm breda serveringsborden
som rullas fran koket fyllda med mat kan bara ha en viss lingd for att inte fastna
i korridorhoérnen. Restaurangchefen pa Vinkeln begér nu din hjélp att rdkna ut hur
langa borden hogst far vara for att klara passagerna.

Narmast koket ar serveringsgangen 120 cm bred. Korridorerna som leder vidare till
festlokalerna &ar 180 cm breda. Vinkeln mellan serveringsgang och korridor ar 90° till en
av salarna och 80° respektive 100 till de andra (se figurerna). Anvénd ekvationslosning
for att berdkna hur langt serveringsbordet far vara i de tre fallen. Rita figurer!

Personalen vill ha rullande serveringsbord med maximal area for att fa med sa
mycket mat och porslin som mdojligt. Restaurangchefen kan tédnka sig att mattbestélla
bord med en annan bredd (och ldngd).

Uppgiften gar till dig att rdkna fram storleken pa det optimala rektanguléra rullbor-
det i de tre fallen. Anviand gyllenesnittetmaximering. Arean dr en unimodal funktion
for bordsbredder i intervallet 60 till 120 cm.

1 1
0 0
80 grader 100 grader
-1 -1
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

Annu storre area erhalls om de bada kortsidorna péa det erhallna bordet rundas till och
ersitts av var sin kvadratisk bézierkurva. Hur mycket kan det paverka bordsarean?



3A.8: S-et, attan och vattenrutschbanan

Matematisk typografi, dvs matematisk beskrivning av formen pa bokstéver och siffror,
har mer dn 600-ariga anor — &ldst ar formodligen Felice Felicianos skrifter fran omkring
ar 1460 i Vatikanbiblioteket. Donald Knuth har skrivit en mycket intressant artikel!
om matematisk typografi i boken TEX and METAFONT fran 1979.

Det numeriska verktyg som du ska utnyttja for att formge bokstaven S ar naturliga
kubiska splines (MATLABs inbyggda splines duger inte). Utga fran nio punkter pa en
handritad S-kurva. Valj punkterna s att avstdnden mellan dem blir ungefar lika stora.
Det géller att anvinda parametriska splines dér x = z(u) och y = y(u) ar funktioner
av den monotont vixande parametern u. Lat w vara noll i startpunkten och sedan
anta vardena 1, 2,...; 8 i de féljande punkterna. Skriv upp en tabell med u-, x- och
y-virdena for de nio punkterna (redovisas i rapport och foredrag).

For att astadkomma tétare tabellering, alltsa skaffa mellanliggande kurvpunkter
pa S-et, ska du gora splinesinterpolation pa vardera x och y som funktion av wu.

Att anvénda baglangden som parameter u vore idealiskt men &r inte sdrskilt praktiskt anvéandbart.

Den valda parametern u ar ungefér proportionell mot baglangden och leder till enkla rikningar.

Rita upp kurvresultatet (x, y) av splinesinterpolationen. Blir bokstaven snygg?
Nagon av de givna punkterna behover kanske justeras lite for att S-et ska bli &nnu
vackrare. Upprepa tills du dr néjd och berdkna darefter langden L4 av hela S-kurvan
med stor noggrannhet (noggrannhetsbedémning krévs!).

En lutande atta — ungefar sa hér: 8 — ska skapas av kubiska splines, men med
hjalp av periodisk kubisk splinesinterpolation i stéllet for naturliga splines. Utga &ven
hér fran nio interpolationspunkter. Ekvationssystemet som bestdmmer lutningarna
kommer att fa annorlunda foérsta och sista rad pa grund av den Onskade periodiska
egenskapen hos attakurvan. Berdkna och rita attan och ange dess omkrets.

Vattenrutschbanan: Nu giller det att astadkomma en vattenrutschbana som star-
tar 8.5 meter ovan vattenytan i punkten (3, 4, 8.5) och dérefter passerar genom fol-
jande punkter: (7, 8, 6.7), (11, 2, 5.5), (6, 7, 4.4), (6, 0, 3.5), (10, 5, 2.5), (4, 10, 1.7),
(0, 5, 1.0), (4, 0, 0). Utnyttja dven har interpolation med parametriska naturliga ku-
biska splines pa4 samma sitt som vid S-et men nu i tre dimensioner. Berdkna med stor
precision ldngden av rutschbanan.

Den erhallna banan uppnar inte den av badhusradet angivna aklangden som &r 65
meter. Utrymmet for rutschbanan &dr sadant att inga dndringar far ske i x-led och i
z-led, ddremot anses det tillradligt att skala om alla y-virden med en faktor (3.

Formulera en ekvation och anviand lamplig iterativ metod for att berdkna skalfak-
torn [. Rita de nio stolparnas nya placering med stem3 och visa vattenrutschbanan i
nagra olika vyer.

'Nagra klipp ur artikeln kan du fa av kursledaren. Fér Knuth sjilv var bokstaven S knepigast, lis
hans kommentarer.



3A.9: Hoptryckt pelare

Japanska hus stélls ofta pa stotdampande pelare for att minska konsekvenserna av
en eventuell jordbévning. En sadan cylindrisk pelare med radien R =1 och hojden
H = 4 pressas samman mellan tva parallella plattor, den undre i planet z = 0. Vid
hoptryckningen behaller pelaren rotationssymmetrin kring z-axeln. Materialet antas
vara inkompressibelt, vilket innebér att volymen héalls konstant.
Da pelaren trycks ihop bagnar den och dessutom t6js dnd-
ytorna ut enligt formeln r = R(1 + G(/H/h — 1)), dar r &r
cirkelradien nér pelaren tryckts samman till héjden h.

G &r en glidkonstant som anger glidférmégan vid &ndytan.

G =0 svarar mot odndlig friktion och medfér r = R,

G =1 betyder perfekt glid. (Visa att perfekt glid i bada &nd-
ytorna medfor att pelaren inte bagnar utan trycks ihop till en
kort och tjock cylinder!)

Vi betraktar fallet att G=0 vid 6vre d&ndytan och G=0.4 vid den undre. Vinkeln
mellan horisontalplanet och den buktiga tvarsnittskurvan i xz-planet dr densamma
vid 6vre och undre plattan (se figuren). En kvadratisk bézierkurva &r idealisk som
modell fér kurvan. For rotationsvolymen kan man di anviinda formeln V = [ wz?2dt
(motivera uttrycket). Berikna och rita under dessa forutsittningar pelarformen for
h =35, 3, 25,2, 1.5, 1.

Pelarens totalarea inklusive cirkelareorna kommer foérst att minska vid hoptryck-
ningen, for att vid kraftig kompression ater dka. Rotationsarean bestdms av formeln
[2rzVi? + 22 dt (motivera detta uttryck). Nar arean blir storre én den ursprungliga
spricker ytskiktet och pelaren smulas sonder. Berdkna arean for de sju h-vérdena fran
1 till 4 och markera punkterna i en figur.

Ett uttryck av formen F'(h) = F-+co +c3h+c4h? ska nu anpassas till areavirdena.
Ge en motivering till varfér F(h)-uttrycket troligen dr ett gott modellval. Bestdm
koeflicienterna med minstakvadratmetoden. Berdkna sedan med hjalp av detta uttryck
det kritiska h-virde dar sondersmulningen borjar.




3A.10: Guldskatten

Ada och Beda naddes av ryktet att en glimmande skatt fanns pa andra sidan berget i
deras tvadimensionella landskap

z(x) = A,goppe_(g”_Q)z/4 med  Ayopp = 4.8.

De gav sig i viag samtidigt fran hemmet i (0, z(0)) pa jakt efter skatten. Eftersom Beda
inte kunde springa lika fort som Ada, fick Ada snart ett stort forsprang. I uppférsbacken
upp till toppen var Bedas hastighet 20 procent ldgre &n Adas. I nedférsbacken efter
kullens topp lyckades Beda springa lika fort som Ada gjort tidigare, men Ada Skade
sin hastighet med 20 procent och rusade fran backkronet med konstant fart fram till
den blankande skatten. I samma 6gonblick som hon nédde fram fanns Beda dér! Hur
kunde det vara mdjligt?

Jo, Beda hade vecklat ut sina vingar néir hon strax efter kullens topp hade skadat
guldskatten i fjarran och tagit fagelvigen rakt pa skatten. Bedas flyghastighet var
precis lika stor som Adas snabba lopfart. Fragan ar: Var fanns skatten?

Lat a vara z-koordinaten déar Beda ldmnar marken. Hon flyger i tangentens riktning
och landar vid x = b; det ger oss ett samband mellan a och b. Genom vetskapen att
Ada och Beda startar samtidigt och néar skatten samtidigt kan ytterligare ett samband
mellan a och b stéllas upp. Los skattlokaliseringsproblemet med effektiva numeriska
metoder.

Hur noggrant kan skattens lage anges om hastighetséindringen pa 20 procent som
ndmns ovan snarare rakar vara 19 eller 21 procent? Om kullens hojd ar behéftad med
osidkerhet och anges som Ay, = 4.8 & 0.1, hur mycket paverkar det guldskattens
positionsbestamning?

Landskapet &ar faktiskt tredimensionellt enligt funktionsuttrycket

_@=2? 2
Z(:L’, y) = Atoppe 4 7

Pa végen till skatten utnyttjade inte Ada och Beda det. Nér de skulle tillbaka igen flog
Beda hela viagen och var snart hemma.

Ada, som maste fotvandra, ville hitta sa kort vig som mojligt att ta sig langs
3D-bergets sida fran skattplatsen till hemmet i punkten (0, 0, 2(0,0)). Hon &r dock
begrénsad att folja en stig som i horisontalprojektionen utgors av en kvadratisk bézier-
kurva med styrpunkt vid x = 0. Styrpunktens y-koordinat &r den parameter som
ska bestdmmas s& att Adas gangvdg hem blir kortast méjlig. Formulera minimerings-
problemet och 16s med gyllenesnittetsdkning.



3A.11: Piriformen och boulevaskan

En piriformkurva definieras av ekvationen z# —z3+y2/b> = 0 for 0 < x < 1. Rita upp
nagra piriformer for b-varden mellan ett och tre. Namnet piriform betyder paronform
— for vilket b-véirde passar namnet bast?

En moderiktig boulespelare bér helst sina bouleklot (med radien R) i en véska med
plana parallella sidor (planen z = R och z = —R) som é&r piriformytor med b-virdet
1.8. Barhandtaget finns i origo och véskans utstréackning i x-led &r en langdenhet.

Standardvéskan innehaller tva bouleklot. Kloten kan inte rulla omkring i véskan,
utan de nuddar varandra och tangerar dessutom véskans kurviga sarg pa tva stéllen
vardera. Problemet blir att bestdmma klotens radie och placering i vaskan — mitt-
punktskoordinater: (a, R, 0) och (a, —R, 0).

Betrakta genomskarningen i planet z = 0 som innehaller tva cirklar och en omgi-
vande piriform. Cirkeln i 6vre halvplanet tangerar piriformkurvan i tva punkter (x1,y7)
och (x2,y2). Sex obekanta finns: tangeringspunkternas koordinater samt a och R. Stall
upp sex samband och 16s det ickelinjira ekvationssystemet. Det gar att reducera antalet
obekanta, men da kommer man inte ifran rotuttryck i ekvationerna vilket komplicerar
deriveringen.

Till boulespelet hor en liten malkula som brukar kallas lillen eller grisen. Det finns
olika tdnkbara placeringar for den i piriformvéskan. Om den liksom de bada Gvriga
kloten ska ha centrum i planet z = 0, finns ett lagom utrymme for lillen mellan de
bada boulekloten och viskans kant vid x = 1 (problemet betraktat som ett 2D-problem
i planet z = 0). Berdkna storsta mojliga radie for lillen och rdkna ut kvoten mellan
lillens radie och bouleklotens radie.

Om bouleviaskan med sina bouleklot ritas i 3D ser man att malkulan kan goras
storre om den flyttas ned i z-led. Forutom att nudda kanten x = 1 far den tangera
planet z = —R. Rékna ut lillens maximala radie r;; i detta fall och kvoten ry;;/R.
Passa pa att ligga in en reservmaéalkula som tangerar planet z = R ocksa. Visa en
tredimensionell bild av kloten och den omgivande piriformvéskan.

Nu géller det att astadkomma en lyxviska med samma piriformkontur som stan-
dardvéaskan, men lyxbouleviskan ska innehalla tre bouleklot och en malkula. Alla
boulekloten ska ha centrum i planet z = 0 och alla ska naturligtvis vara lika sto-
ra. Prova att placera malkulan pa samma sétt som i standardvéskan. Berékna och rita
lyxvéskan.



3A.12: Splinebilen och andra rymdytor

I ett rektanguldrt omrade i xy-planet ar gitterpunkter givna i ett rutnit av ekvi-
distanta x- och y-varden. I varje gitterpunkt &r héjdvardet ként, det innebar att vi
har en indatamatris z med n, kolumner och n, rader. I uppgifterna nedan géller det
att berdkna och rita rymdytor som interpolerar genom alla givna z-virden och som &r
uppbyggda av naturliga kubiska splines (alltsa inte MATLAB-splines).

Ett landskap har héjderna z uppmétta for z- och y-virden

med h; = hy = 11iett 7 x5 rutnit. Anvand stem3 for att
askadliggora data. Skapa ett mjukt boljande landskap; an-
vand steget dt=0.2 for den lokala variabeln t. Med surfc far z=
man forutom rymdytan ocksa nivakurvor utritade. Men meshz
passar kanske béast for uppritningen dnda? Studera landskapet

fran olika synvinklar med view-kommandot.

Qo B A = DD =] Ot
DR R =R O N
=N~ RO N
o= N RO W
=W UOLW ke O

Berikna hela volymen som landskapet upptar, rdknat fran marknivan z=0. Det blir
en dubbelintegral dér analytisk eller numerisk integration kan anvindas i z-led (snitt-
areor vid fixt y), darefter numerisk integration i y-led. Kontrollera tillférlitligheten i
volymvérdet genom omrékning med finare indelning av dt (halverat steg rekommen-
deras).

Bilkarosskonstruktion

Nu ska du skapa en splinebil och till ditt forfogande finns de tva matriserna nedan for
bilens framparti och bakparti:

15 2 2 3 4 45 4 1
2 4 4 5 8§ 9 8 25
zl=1| 22 42 5 54 |, z2=]1 9 10 9 3
2 4 4 5 8§ 9 8 25
15 2 2 3 4 45 4 1

For fronten bestar gittret av x-vardena —2, —1, 0, 1, 2 och y = 0, 1, 2, 3. For bak-
partiet ar x-virdena desamma, men y-virdena ar nu 34a, 4+a, 5+a, 6+a, dar
a sétts t ex till 0.7 for att astadkomma lutande vindruta. Bygg upp en splineyta for
vardera bilens fram- och bakparti, Z1 och Z2. Skapa dérefter en totalmatris fér bilen,
Ziot = [Z1 Z2] och rita upp bilkarossen.

Ett alternativ till naturliga splines ar “fusksplines”, dvs hermiteinterpolation med
givna derivator i start- och slutpunkt och centraldifferenskvot for de 6vriga derivatorna.
Utnyttja detta i x-led: Ge ett stort virde pa startderivatan (och av symmetriskil lika
stort men negativt virde pa slutderivatan) for varje kurva. Experimentera dig fram.

Komplettera uppgiften med lite storre indatamatriser och formge en egen dnnu
vackrare splinebilkaross!



3A.13: Kanalkorsningen

Pa en karta som visar ett 70 ganger 70 meter stort omrade finns fyra intressanta punk-
ter med koordinaterna p; = (5, 2), p2 = (62, 68), ps = (12, 70), ps = (70, 17).
Mellan p; och po finns en vagkrok formad som en kubisk bézierkurva med styrpunk-
terna ps och ps. Mellan punkterna ps och ps gar en kanal buktad som en kvadratisk
bézierkurva med styrpunkt i p;. Rita upp vagkurvan r,(¢), 0 < ¢ < 1 och kanalkurvan
rp(u), 0 <u<1.

Berdkna korsningen mellan kanalen och vigen genom att 16sa det ickelinjara ekva-
tionssystemet r,(t) = rp(u). Berdkna déarefter végstriackan fran p; fram till kanalen
och fran kanalen fram till po. Hittills har endast mittkurvan fér vig och kanal beaktats.
Viégen har konstant bredd pa 2b, = 8 meter och kanalen konstant bredd pa 2b, = 6
meter. Berdkna och rita vigens och kanalens vanstra och hogra randkurvor, det blir
sé kallade offset-kurvor.

En offset-kurva som ligger pa avstandet b fran en given kurva r(t) har formeln
rog(t) = r(t) £ bn(t), dir n(t) ar kurvans normalvektor med lingden ett. Det géller
alltsd att n(t) = (v/'(t), —2'(t))//2'(t)? + ¢/ (t)? (forklara detta).

Gor en tredimensionell bild dér kanalen har djupet en meter och dir vigen &r
backig, s& att hojden for viagkurvan r,(t) bestdms av z(t) = 7.5 — 6.8 cos 12¢.

Beridkna hur langa vagstrackorna fran p; fram till kanalen och fran kanalen fram
till po blir, ndr man tar hénsyn till backigheten.

Har foljer en algoritm for 3D-bildkonstruktionen (men det ar naturligtvis tillatet att
fundera ut en egen algoritm): Avrunda alla berédknade x- och y-koordinater till heltals-
varden och 1at dessa utgora index i, j till en matris Z vars element &r noll Gverallt utom
langs kanalkanterna dir Z;; ska vara —1 och lings vigkanterna dér Z;; ska folja sinus-
kurvan. Rita upp med mesh-kommandot. Utvidga algoritmen sa att hela vigbredden
blir sinusformat upphdjd och hela kanalen nedsdnkt en meter.

Med fill3-kommandot kan du lidgga en bla vattenyta pa kanalen t ex en halv
meter under markytan.

Slutligen, skapa en egen bézierkurveformad stig (eller &) som korsar kanalen el-
ler vagen eller bada. Berdkna &ven hér korsningskoordinater och vagstrackor och rita
landskapet.



3A.14: Havsytans buktning 6ver ett undervattensberg

Gravitationen fran en kropp ger upphov till en potential. Kring en sfarisk kropp blir
ekvipotentialytorna sfariska. En ostord vattenyta stéller in sig s& att den féljer en ek-
vipotentialyta. Om jordklotet vore en perfekt sfarisk kropp helt téackt av hav skulle
havsytan alltsa utgora en perfekt sfar, men sa &r inte fallet. Man har upptackt omraden
i oceanerna dir havsytan pa grund av gravitationspaverkan fran stora undervattens-
berg ligger manga meter 6ver normalnivan.

Uppgiften &r att berdkna vattenytans buktning 6ver ett undervattensberg som star
pa en i Ovrigt plan havsbotten i ett omrade dar havsdjupet &r H = 10000 meter.
Densiteten for det jarnhaltiga berget ar p, = 7870 och vattendensiteten ar p, = 1000.
Berget antas vara rotationssymmetriskt kring z-axeln med hojden 2y, = 9800 m och
med basradien R = 8000 m vid havsbotten (planet z = 0). Undersokningen ska utforas
dels for ett konformat berg, dels for ett berg format som en halv ellipsoid.

Utnyttja cylinderkoordinater (r,p,z) for potentialberdkningen. Eftersom proble-
met dr rotationssymmetriskt kommer potentialen i en punkt att vara @-oberoende
och endast bero av hdojden ovanfor planet z = 0 och avstandet fran symmetriaxeln.
Potentialen @ i en punkt (7, 2,) bestéms av

Q(rp,zp) = (2p — H) g — (po — pu) G - L(1p, 2p)

dir ¢ = 9.80 #r tyngdaccelerationen och G = 6.673 - 10! &r gravitationskonstanten.
I(rp, 2p) &r integralen [ [ [ 4, dér s betecknar avstandet fran (ry,0, z,) till en punkt
(r,p, z) inuti berget, och integrationen tas 6ver hela bergvolymen.

Trippelintegralen kan uttryckas

T rztopp  [4(2) r
I(rp, zp) = 2/ / / dr dzdy
o Jo 0 \/ (

rcosp —1p)2 +r2sin® o + (2 — 2)2

Hérled integranduttrycket! Integrationsgransen ¢(z) ar bergets radie vid hojden z.

Utnyttja trapetsregeln for all numerisk integration, forslagsvis med 100 eller 200
delintervall i r-led och 300 i z-led. Integranden &r en snéll periodisk funktion av ¢ och
det bor récka med fyra delintervall i 0 < ¢ < 7. (Motivera detta genom experimentell
noggrannhetsbedémning.)

Berdkna potentialen Q(ry,z2p) i ett antal punkter strax ovanfér den ostérda havs-
ytenivan, till exempel vid z, = H+j for j = 1, 2, ..., jmaz, dir e, far vara 5 i fallet
konformat berg, men maste ha ett hogre vérde i fallet ellipsoidformat berg.

Lat det radiella avstandet r, anta virdena 0, 500, 1000, 2000, 4000, 6000, 10000,
20000, 40000, 60000.

Anviand MATLABs contour for att rita ekvipotentialkurvor.

Intressantast ar forstas nollpotentialkurvan. Hur hogt 6ver den ostérda havsytan
hamnar den? Ur contour-figuren kan den utlésas tdmligen vil. Utnyttja ekvations-
16sning for att med storre noggrannhet bestdmma nollpotentialhdjderna vid de tio
rp-véirdena.

Lagg slutligen en fusksplinekurva genom de erhallna punkterna for att astadkomma
en mjukare nollpotentialkurva.



3A.15: Badringen

Lekmiljoradet konstaterar att badringen &r ett av de farligaste lekredskapen. Foraldrar
bor se till att barnets badring foljer radets normer, ndmligen féljande: Halets minsta
diameter ska vara 24 cm. Denna sa kallade trangcirkel ska vara nétningsforstarkt.

En nercirkel med diametern 44 cm och 2 cm nedanfor trangcirkelplanet ska vara
mérkt med orden DENNA SIDA NER. En utcirkel med diametern 54 cm och 4 cm
ovanfor trangcirkelplanet ska mérkas DENNA SIDA UT. En uppcirkel, diameter 42 cm,
beldgen 10 cm ovanfor trangcirkelplanet ska béira texten DENNA SIDA UPP. En incirkel,
diameter 28 cm och 7 cm ovanfor trangcirkeln upplyser att RINGEN BAR HOGST XX
KG, dar XX ska vara 95 procent av ringens volym i liter.

Som badringsfabrikant stélls du infér problemet att konstruera en ring vars tvér-
snitt ar en sluten kubisk bézierkurva som i lampligt koordinatsystem startar och slutar
i trangpunkten (0, 0) och passerar genom nerpunkten (10, —2), utpunkten (15, 4), upp-
punkten (9, 10) och inpunkten (2, 7).

Det blir ett ickelinjart ekvationssystem med atta obekanta, ndmligen ¢-viardena i de
fyra punkterna samt de bada styrpunkternas koordinater. Stall upp systemet, berdkna
jacobianen och 16s med Newtons metod. Nér bézierkurvekonstruktionen ar klar géller
det att berdkna volymen av badringen sa att du vet vilken béarighet som ska anges.

Volymen bestdms av snittarean multiplicerad med 27z, dar x4, dr z-koordinaten
for snittytans tyngdpunkt (i ett koordinatsystem med origo i badringens centrum).
Snittarean ges av formeln

1
- / (wi—zi) dt|

och tyngdpunkten av
Ttp = Rhole + | /17217 dt|/Asnitt-

Forsok att motivera formlerna sjélv eller ge litteraturhénvisning till uttrycken.

Rita slutligen en tredimensionell bild av badringen som kan anvéndas i marknads-
foringen och hitta pa ett slagkraftigt namn péa produkten. (Texten "DENNA SIDA NER”
etc ar tankta for den verkliga produkten och behéver inte finnas i datorversionen.)




3A.16: Iskanan

Efter det ymniga snofallet skottades det upp stora snéhogar. Svea och Alfred bestédmde
sig for att skapa kvarterets héftigaste iskana fran toppen av en 22 meter hog backe
ner till marken 30 meter bort. Den skulle bli snabbast av alla tdnkbara iskanor, alltsa
en riktig brachistochron (av grekiskans brachistos kortast och chronos tid — enligt
Nationalencyklopedin "problemet att bestdmma en vég i ett vertikalplan innehallande
tva givna punkter A och B s& att en masspunkt under inflytande av det homogena
gravitationsféltet ror sig fran A till B péa kortast mojliga tid; I6sningskurvan &r en
cykloid").

De ténkte polera iskanan sa att det inte blev nagon friktion, och om de gjorde sig
riktigt smala blev det nog inget luftmotstand heller. Nu visste Svea och Alfred inget om
cykloider utan kdnde bara till réit linje, bruten rat linje och bézierkurva. Problemet for
dem (och dig) &r att for dessa kurvmodeller hitta den snabbaste banan fran snohégens
topp, A = (0, 0), till markpunkten, B = (30, —22).

Lat bankurvan vara y(z). Hastigheten i punkten (z, y(z)) bestams av v = /—2gy
diar g = 9.81 ar tyngdaccelerationen. Verifiera formeln (visas enklast genom energi-
betraktelse)!

Det giller att bestdmma bankurvans okéinda parameter sa att aktiden T fran
iskanetoppen A till markpunkten B minimeras. Uttrycket for T lyder:

~ [Bds / V1+y'()? dx

—2gy( )

Lat forsta modellen besta av en s kallad bruten rét linje med brytpunkt P = (1, —c¢).
Det innebér att en rat linje gar fran A till P och en ny linje finns mellan P och B.
Storheten ¢ &r en okénd y-koordinat som ska bestdmmas sa att aktiden 7" minime-
ras. GOr analytisk integrering fér att erhalla T som funktion av ¢ och anvind sedan
gyllenesnittetsokning for att minimera 7.

Préva sedan modellen kvadratisk bézierkurva med lodrét startlutning. Okénd para-
meter ar i detta fall styrpunktens y-koordinat. Nu behdvs numerisk integration med
en effektiv metod, men gor forst en substitution for att fa bort singulariteten i start-
punkten.

Minimera aktiden T" med gyllenesnittetsokning. Rita isbanekurvorna! Vilken bor
std som mall for Sveas och Alfreds iskana?

Bestam ocksa den cykloidkurva som gar genom A och B. Cykloiden definieras av
foljande uttryck med tva parametrar R och ¢:

r=R(p—siny), y==xR(1—cosyp)

(negativt y i detta fall). Bestdm parametrarna och rita upp cykloidbanan. Berdkna
aktiden T" for den snabba cykloidnedfarten; detta kan (och bor) goras utan hjilp av
numeriska metoder.



3A.17: Bananen

En banan &r inte alltid en banan i EU-mening! Unionens regler foreskriver att bananens
medellinje ska vara en cirkel med radien R = 10 cm och det ska vara 18 cm raka vagen
mellan banandndarna. Om bananen skivas vinkelratt mot medellinjen ska skivorna bli
cirkuldra, den storsta med radien 18 mm. Dessa regler ger banankonstruktéren viss
frihet. Du véljer att lata ytterprofilen ges av en kubisk bézierkurva fran 6vre dnden till
mitten och dess speglade kurva fran mitten till nedre &nden. Den inre profilen bestdms
sedan av att medellinjen ska ligga mitt emellan profilerna.

Det finns fortfarande tre frihetsgrader — den ena styrpunktens béada koordinater och
den andra styrpunktens y-koordinat. Din uppgift ar att vélja dessa sé att bananens
form blir s& vacker och bananlik som méjligt. Du vet att den norska bananen Gulebg]
har sina styrpunkter pa koordinaterna (8, 10) och (11.8, 5) om krokningscentrum
laggs i origo, och din banan bér vara minst lika lockande till det yttre. Man koper
dnda bananer framst for utseendets skull.

Nu géller det att berdkna bananens volym, till exempel som summan av banan-
skivorna 27(r? + 72, ;)R Ag;, och vinkeln ¢ definieras som ¢=arctan(y/z). Verifiera
formeln, girna med hjéilp av figur. Enligt den norska reklamen undantrénger en gulebgj
162 ml vatten. Kontrollera uppgiften!

Bananens yttre area ska ocksa berdknas. En ldmplig areaformel far man genom att
summera bananskivornas mantelytor m(r; + r;y1)R A¢; (verifiera). Gulebgjens area
uppges vara 205 cm?, kontrollera att det stdmmer!

Konsumentorganisationerna &ér angeldgna om att inte alltfor stor del av bananen
ar skal. I din reklam vill du visa en bananbild dar den inre skalkonturen streckats. En
sadan offsetkurva pa avstandet h fran kurvan r(t) har formeln rog(t) = r(¢) £ hn(t).
Héar ar h skaltjockleken 0.25 cm och n kurvans normalriktning som beréknas enligt
n(t) = (y'(t), —2'(t))//2'(t)? + ¢/ (t)? (forklara detta).

Skalets volym far man genom att multiplicera bananens area med skaltjockleken.
Modifiera nu areaformeln genom att minska r med halva skaltjockleken. Ett annat sitt
att f& skalets volym &r att berdkna den skalade bananens volym och subtrahera den
fran den oskalade volymen. Gor det ocksa for kontroll av det tidigare skalvolymvérdet.

Gor tillforlitlighetsbedémning av alla resultat.

Av de berdknade virdena framgar hur manga procent av bananen som &ar skal. Gor
ett praktiskt experiment med en verklig banan och jamfor resultaten!




3A.18: Kladlinan

En tvéttlina med langden Ly ar elastisk med fjdderkonstanten k. P& den ostrickta linan
mellan punkterna (0, 2) och (2.5, 2) finns n stycken krokar (knutpunkter) pa inbordes
lika avstand L, = 2.5/(n+1), dar man hinger galgar med olika tunga plagg. Plagget pa
den i-te kroken har tillsammans med galgen och kroken massan m;. Kraftsambanden
kring varje knutpunkt ger ett ickelinjért ekvationssystem med 2n ekvationer for att
bestamma de 2n obekanta x- och z-viardena for knutpunkterna.

Lat den i-te punkten betecknas H ( = here), dess vistra granne W och dess ostra
granne E. Den t6jda linan mellan W och H har lingden Ly = |W — H]|2. Kraft-
sambandet runt punkten H lyder:

Sw +Sg—mpyge, =0

dér Sy = k(1 — Ly/Lw)(W —H), och Sg erhélls genom att byta W mot E. Los det
erhallna ickelinjiara ekvationssystemet med Newtons metod; utnyttja differenskvoter
som approximation till jacobianelementen.

Testdata: Fjaderkonstanten k& = 250, tyngdaccelerationen g = 9.81, antalet krokar
n=>5. Plaggens vikt (i kg): m1=0.4, mo=0.1, m3=0.4, my=0.7, mz=0.2.

Rita resultatet! Undersék ocksd hur mycket maximala nedhdngningen péaverkas, da
plaggen byter plats pa linan.

Prova sedan andra n-viarden och upphéngda plagg med andra vikter.



3A.19: Solariet

Pa golvet z = 0 ligger en langstrickt kropp som utsétts for ultraviolett stralning av
en pa hojden H = 0.7 placerad radiator. Kroppen och radiatorn antas ha sa stor
utstrackning i y-led att det hela kan betraktas som ett plant problem i xz-planet.
Uppgiften ar att bestdmma hur stor del av den totala stralningen fran radiatorn som
nar kroppsytan. Kalla denna andel for 3, 0 < g < 1.

Radiatorn har &ndpunkterna A = (—n/4, H) och B = (7/4, H) med tvérsnitts-
formeln: z = H — 0.2cos 2z, —7/4 < x < /4.

Kroppen har ett symmetriskt tvarsnitt som &r en kubisk bézierkurva med &nd-
punkterna C= (—0.5+4a, 0), D = (0.5+a, 0) och med vertikala kurvriktningar i dessa
punkter. Mittpunktens z-véarde ar 0.3. Uttryck tvérsnittskurvan i parameterform med
polynom for Ziropp (t) 0ch Zigopp ().

Berdkna stralningsandelen ((a) for nagra a-véarden i omradet 0 < a < 1. Borja
med fallet a = 0 da kroppen befinner sig rakt under den stralande ytan och fortsétt
med minst tva virden fram till = 1. En geometrisk metod for att berdkna (§ &r den
s& kallade tradmetoden. Spann tradar fran punkterna A och B till punkterna C och D
enligt figuren. D& géller foljande hdpnadsvéckande formel for 3:

3= (AD + BC — AC — BD)/2L 5

B

dér Lap ar radiatorkurvans baglangd. Nagra tradar ar

som synes helt raka medan andra delvis ligger an mot ‘
kurvorna. R '

For att kunna berdkna en tradlingd maste vi forst finna punkten (punkterna) dér
traden sldpper kurvan (kurvorna). Kravet pa lika lutning leder fram till ganska enkla
samband mellan ¢-virdet pa kroppen och z-vardet pa radiatorn.

Tradlangden som ligger an mot radiatorn bestdms av baglingdsintegralen
J 1+ (dy/dz)? dxz (derivatan berdknas analytiskt). Motsvarande gors for kroppens
parameterkurva.

Gor tillforlitlighetsbedémning av de erhallna stralningsandelsvirdena.



3A.20: Askledaren

En ledande vertikal pelare formad som en halv ellipsoid tas som modell fér en askleda-
re. Uppgiften ar att berdkna ekvipotentialkurvor runt askledaren under ett askvéder.
Potentialen dr noll pa askledarens yta och i det horisontella planet (jorden) z = 0.
Ellipsoiden beskrivs av foljande ekvation med a =1, b =2, ¢ = 100, z > 0:

$2 y2 22

Fordelen med att rdkna pa en ellipsoidisk ledare i stéllet for en mycket tunn cylinder

ar att potentialen V' i punkter i rymden utanfor ellipsoiden kan skrivas som ett explicit
uttryck enligt formeln

a2

Viz,y,z) =FEz ) eller G(p) -V Glo)

G(00) Ez 0 2)

FE &r faltstyrkan pa stort avstand fran askledaren; askmolnet betraktas som oandligt
avlagset och med odndlig utstrackning. Lampligt viarde &r E = 200 V/m. Funktionen
G(p) &r integralen

P 1
G(p) =
v /O¢<1+§g><1+b%><1+c%>3

du (3)

och mellan x, y, z och p finns sambandet
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a2+p+b2+p+02+p:

1 (4)

Pa planet z =0 och pa éaskledarens yta dér p =0 géller V = 0. Ekvipotentialkurvor
onskas for potentialerna 125, 250, 500, 1000, 2000 V', dvs V; = 2V;_;.

Borja med att berikna virdet G(oo) och visa med analytisk betraktelse att virdet
har minst fem korrekta siffror.

Ur sambandet (2) kan p-virdet for given potential V; och given hojd z; bestdmmas.
Det blir ekvationslosning som kompliceras av att integralen (3) ingar. Nér alla p-vérden
ar kinda kan ekvipotentialkurvorna erhallas genom formel (4).

For att kurvorna i vertikalplan inte ska bli kantiga behévs méanga z-varden. Ta till
exempel steget dz = —0.5 fran z = 100 till z = 95, sedan forslagsvis §z = —5 ned till
z = 20 och dérefter lite tétare igen till slutvirdet z = 10 (eller lagre).

Eftersom ett stort antal p-berdkningar behover utféras och var och en innehéaller
ekvationslosning med integralberdkning &r det nodvéndigt med en effektiv algoritm.
Bra startvarden gor ekvationslosningarna snabbare. En god idé kan vara att berdkna
och lagra p-virdena i en matris i ordning fran sma till stora virden och utnyttja ett
tidigare resultat som startvérde, till exempel sa hér:

Borja vid hogsta hojden 21 och légsta potentialen V; och berdkna p; 1 ur ekvation
(2). Dérefter berdknas p1; = p(21,V;) for j = 2, 3, 4, 5. Fortsdtt med nésta rad i
matrisen: Bestdm po 1 med pq,1 som startgissning, berdkna sedan ps ; for j = 2, 3, 4, 5,
och sa vidare.

Obs! Losning finns endast om V;/E z; < 1. Om z; ér litet och V; &r stort finns ingen rot till
ekvationen. Forklara varfor!

Med hjalp av formel (4) kan nu ekvipotentialkurvorna beridknas och ritas. I hori-
sontella plan blir det kurvor av kéant slag; rita upp nagra, t ex vid z = 100, 95, 80, 40.
I vertikala plan far kurvorna en mer komplicerad form; rita sddana i de tre vertikal-
planen y =0, y =1, y = 2.

En tredimensionell bild med ekvipotentialytor &r trevlig men inte obligatorisk.



3A.21: Geten och hunden

En cirkuldr simbassing med radien R = 7.00 m star pa en stor grasmatta. For att
slippa klippa grasmattan har tomtédgaren skaffat en get som far beta av griset.

Geten ar bunden med ett rep med ldngden 22.00 m som &ar
fastsatt vid bassdngkanten i gethdjd. Visa att replangden
i detta fall med god precision kan uttryckas som 7R.

Eftersom poolen har hoéga kanter gar repet aldrig Gver
poolkanten. Nar repet ar stréckt ser det ut som i figuren
(sett uppifran med liggande get!).

Berakna och rita omradet som geten Ragge kan vistas pa
och bestdm grismattsarean.

Beridkna ocksa ldngden pa det stidngsel som tomtégaren sdtter upp runt getens
omrade for att hindra familjens bandhund att komma at Ragge.

Hunden Karo som ar kopplad vid bassdngkanten diametralt sett fran getens repkrok
ska forhindra oonskade badgéster. Tomtagaren anser att av réttviseskil ska hunden
kunna rora sig pa gardsplanen inom ett omrade precis lika stort som getens grésyta.
Berédkna hur langt hundkopplet maste vara och rita omradets kontur.

Slutligen 6nskas tva kubiska bézierkurvor som ger god anpassning till Karos kon-
turkurvor for y > 0 (en bézierkurva for yttre konturen och en for den inre). Spegla
kurvorna i z-axeln och berdkna arean for att se hur val vardet Gverensstdmmer med
det tidigare erhallna areavirdet for Karo och Ragge.



3A.22: Bassiangen

Familjen Persson har bestamt sig for att anldgga en snyggt designad swimmingpool pa
sin villatomt pa en kvadratisk yta som &r tio ganger tio meter. Ditt vinnande forslag ar
en bassidngform som bestdms av omradet mellan tva kurvor y = ¢(x) och y = d(x) for
0 < z < 10. Ett tridick laggs intill basséingen for att fylla det 100 m? stora utrymmet.

Polynomkurvan y = ¢(x) bestams genom interpolation i punkterna (0, 4), (2, 1.8),
(4, 2.6), (7, 1.5) och (10, 4). Kurvan y = d(x) definieras av d(z) = 9 — 0.15 (x — 5)%.

Eftersom poolen ska passa bade barn och vuxna later du den fa en mjukt formad
buktig botten enligt z = —F(x,y) dar

F(z,y) = (1.2 + (y — 0.1y% — 0.5) sin z) e~ (@=6)*+(w=5)")/8 | 1,

Uttrycket ar symmetriskt i y-led omkring y = 5. For att finna bassdngens djupaste
och grundaste platser gar det darfor bra att arbeta med funktionsuttrycket F(z,5).
Bestdm dessa positioner med stor noggrannhet.

Familjen Persson undrar hur mycket vatten som ryms i basséngen om den fylls helt
och hallet. Det blir en dubbelintegralberdkning som kréver numeriska metoder.

Perssons funderar pa att ha mosaikkakel pa hela den buktiga bottenytan. Hur
manga kvadratmeter kakel kommer det att krévas?

Om familjen har rad ska de vertikala bassdngviggarna ocksa fa bli kakelklddda.
Hur stort parti kakel maste kdpas till?

Att bestdmma hur méanga kvadratmeter som tradécket kommer att uppta tror
Perssons att de kan rdkna ut sjélva, men det dr nog béast att du hjalper dem med det
ocksa.

Nér basséngen ar fardig tar mamma Persson varje morgon en liten simtur. Hon
hoppar i (eller kliver ner for badstegen) vid (0, 4.5) och simmar i en sicksackbana
via punkterna (zp, c(xp)), (5, d(5)), (10 — xp, ¢(10 — x,)) till basséngkanten vid (10,
4.5) och sedan tillbaka langs samma bana. Hon stiger upp pa samma stélle som hon
hoppade i. Var ska markeringarna finnas for att hennes simtur ska bli sa lang som
mojligt?

Bassangen uppifran




