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Ordinara differentialekvationer - randvardesproblem NAM 8.7.2

Randvérdesproblem (RVP) - 16sningen eller dess derivata &r given pa rdanderna.
Ett RVP skriver vi allmént som

y'(2) + q(x)y'(x) + p(x)y(x) = g(x) = € (a,b)
y(x =a) =«

ylr=">b)=p

g(x), q(x) och p(x) ar givna funktioner.
e Har ar x = a och x = b randpunkter.
e y(a) = a och y(b) = [ kallas randvérden.

e Hur l6ser vi ett randvardesproblem numeriskt 7

Finita differensmetoden

Diskretisering

e Dela in intervallet z = [a,b] i N + 1 stycken delintervall

"N
X=a x=b

Gridpunkt

Gridpunkterna x; ges av x; = a +th, dar i =0,1,2..., N + 1.

h &ar steglingden och ges av h = (b—a)/(N +1).

e 1;,1=1,23,..., N kallas inre (grid)punkter.
e 1o = a och zy,; = b kallas randpunkter.

Lat gridfunktionen y; vara en approximation av 16sningen y till RVP i punkten
x; det vill séga y; =~ y(z;).



Approximation
e Approximera derivatorna i en punkt z; med differensapproximationer

o Yi+1 — Yi—1

y'(z;) = o Central differens
i1 — 2Y; + Vi .
y'(z:) ~ g hy2 Y Central differens

e En approximation av randviardesproblemet i punkten x; blir da

i1 — 2Yi + Vi i+1 — Yi—
Yi+1 Y1ty 1—|—q(xi)y+1 Yi-1

712 T p(x:)ys = g(;)

e Denna approximation géller for alla de inre punkterna x; nir ¢ =1,2,... N

e [ randpunkterna galler

Yo =
YN+1 = ﬁ
e Samla ihop termer
q(z;) 1 2 1 p(z;) B
( 2h + h2)y1+1+\(p(x1) h2)/y2+£h2 2h )yl—l _g(x’b)
—— ~~ ~~
b(z;) a(z;) c(z;)
Fori=1,2,... N far vi nu
i=1 b(w1)y2 + a(x1)yr + c(z1)yo = g(21)
=2 b(w2)ys + a(x2)ys + c(z2)y1 = g(22)

—1 blzy_1)yny +alrn-_1)yn—1 + c(xn_1)yn—2 = g(TN_1)
b(zn)yns1 + alzn)yn + c(zn)yn—1 = g(an)

e Notera att yg = « och yy = [ ar kiinda varden och flyttas 6ver till hogerledet
i forsta och sista ekvationen.

e Detta ar ett linjart ekvationssystem Ay = f som vi kan 16sa for de N obekanta
Y1, Yo, - . ., yn definierade i de inre gridpunkterna, z;,7 =1,2,3..., N.



a(z1) b(z1) 0 0 0 0 Y1 g(@1) — clz1)a
c(xg) alxg) blxg) 0 0 0 Yo g(x2)
0 clzs) alzs) blxs) O 0 Y3 9(z3)
0 0 0 oo 0 clzy) alzy) YN g(xy) —blzn)0
e A en tridiagonal matris av storlek N x N.
e Losningen (den numeriska approximationen) i de inre punkterna z;,i = 1,2,..., N

gesavy = ALf.

e Noggrannheten hos losningen ges av noggrannhetsordningen hos derivata-approximationen.
I det hér fallet sa ér felet proportionellt mot h2.

Exempel
Los foljande randvéirdesproblem ( A), B) och C)) med finita differensmetoden. Antag
att intervallet i x-led delas in i N + 1 lika stora delintervall av langd h. Diskretisera
problemet med anvindning av lampliga differensapproximationer och stall upp det
linjara ekvationssystem som definierar den numeriska 16sningen.
A)
2

%—1—3%%—4?;:% y(0)=0, y3)=3, 0<z<3
Losning: Dela in z = [0, 3] i ett N + 1 delintervall av langden h och lat z; = 0+ ih
dir ¢ = 0,1,2,...,N +1 och h = 3/(N + 1). Lat y; =~ y(x;) och approximera
ekvationen i de inre punkterna enligt

Yirr — 2U; + Yic1 Yiy1 — Y

h? 3 2h
Y=0 yny1=3

i71+4yi:xi7 j:]-)za"'aN

Samlar vi ihop termer sa far vi

3h 3h
(1+ 7)%’“ + (40" — 2)yi + (1 - 7)%’4 = hx;

och det linjara ekvationssystemet blir

2

4h2 — 9 1+% 0 0 0 Y1 22?

13 4p2—2 143 0 0 Y2 h23;2
0 1—% 4h? — 2 1+% 0 Ys 3
0 0 0 1 -3 4p2_9 YN-1 hxn_q

2 YN h2$N—3(1+%)



B)

Lo6sning:
Dela in x = [1,3] i ett N + 1 delintervall av lingden h och lat x; = 1 + ih dér

i=0,1,2,...,N+1och h=2/(N+1). Lat y; =~ y(x;) och approximera ekvationen
i de inre punkterna enligt

i1 — 2Yi + Y i .
Yl Zit¥ior Yo i_19. N
h? xT;

Yo=1 yny1 =2

Samlar vi ihop termer sa far vi

2
Yit1 — (2 + _)yi + 41 =0

&y
och det linjara ekvationssystemet blir

—(2+ L) 1 0 0 0 v —1
1 2+2) 1 0 0 Y2 8
0 1 —(2+ 1) 0 Y3

z3
2 yN—l O
h

0 0 0 1 —(24+ %) Un _9



C)

2
%+(2—2x+$2)3—i+y20, y(0)=0, ybB)=1, 0<zx<5
Dela hér in z = [0,5] i 5 st delintervall (dvs N=4) av ldngden h = 1.
Lo6sning:
1 15 0 0\ [u 0
0 -1 2 0w 0
0 -15 —1 35| | vs 0
0 0 -4 —1) \y 6



