Numeriska metoder for OPEN, VT2009

Numerisk 16sning av system av diffekvationer och stabi-

litet
Tidigare
e Vill losa
y'(t) = f(ty)
y(to) = o
numeriskt.
e Dela in intervallet I = [to, tqu) 1 ett antal diskretiseringssteg, n, av

langd h = (tgus — to)/n. 1 varje punkt t; = to + th, i = 0,1,...,n,
approximerar vi 10sningen y; ~ y(t;).

Euler framéat (Eulers metod)

yz+1:yz+hf27 fzzf(twyz)a Z:O’lan

Euler framat ar en explicit metod, vilket betyder att vi far vardet y;,1
direkt fran tidigare berdknade vérdet y;.

Euler bakat

Yisr =Y +hfivy, fir = ftiv, vip1), 1=0,1,...n

Euler bakat ar en implicit metod, dvs vi far y;.1 genom att 16sa en
ekvation.

Exempel: ¢/ = —y, y(0) = 1 (med exakt losning y = ™).

Euler framat: y; 11 = u; + h(—y;) = (1 — h)y;, yo = 1.

Euler bakat: yiy1 = yi + h(—yit1) = Vi1 = 155, Yo = L.



e Numeriska resultat med olika steglangder h.

Euler forward for y'=-y Euler backward for y'=—y

Figur 1: Vénster plot visar 16sningen med Euler framat, och hoger plot for
Euler bakat.

e Den numeriska 16sningen stammer battre med den exakta nar vi har
mindre steglangd h. Hur mycket férbattras l6sningen nar vi minskar A
< konvergensanalys. Vid vissa val av steglingder uppfor sig losningen
helt fel (ex. med h=2.5 f6r Euler framat ovan). Hur maste h véljas for
en viss metod for att den numeriska 16sningen ska uppfora sig korrekt
&> stabilitetsanalys.

Stabilitetsanalys

e Betrakta modellproblemet

dir \ dr ett negativt reellt tal. Exakt 16sning ges av y(t) = e, och da
A < 0 har vi lim;o y(t) = 0.

e Om den numeriska metoden ger lim; .. y; = 0 sa &ar den stabil. Detta
ger olika stabilitetskrav pa steglingden h for olika metoder.

o Ex. Fuler framat.
Yir1 =¥ + By = (1 + hA)y; = (1 + hA)'H,

da yo = 1. Om
-1 <1+hA<1,



dvs. h < 2/|)|, s& har vi lim; ., y; = 0, dvs. metoden é&r stabil. I
exemplet ovan var A = —1 och med h = 2.5 var inte 16sningen avta-
gande. Daremot var 16sningen fortfarande avtagande med Euler bakat
och h = 2.5 (men inte sdrskilt nidra den exakta l6sningen). Varfor?

e Ex. Euler bakat. Yiy1 = Y; + h/)\yzqu = Yi+1 = yn/(l — h)\) =

1 i+1
it = (1 - h/\) ’

och da A < 0 och h > 0 far vi att y;,1 — 0 nér ¢+ — oo for alla h > 0.

e Egenskapen att implicita metoder ibland tillater storre stegléngder h
gor dem attraktiva trots att de kréver mer arbete i varje steg (om f
ickelinjar eller om vi l6ser ett system av diffekvationer).

Hogre ordningens diffekvationer och
system av diffekvationer

e Vill I6sa diffekvation av ordning m

y(m)(t> = f(t7 Y, yla y”7 s 7y(m_1))7 le (t07 T]7

W) =y(t), wot) =yt oor walt) =y ().

Vi har da w] = ¢y = we, wy = y" = ws, osv. vilket ger ett forsta
ordningens system med m diffekvationer.

wp = we
wé = Ws
W = Wy

w:n = f(t7w17w27 .. '7wm)

med begynnelsevillkor wy (ty) = yo, wato) = y1, - - -, Win(to) = Ym—1-
o Medw = (wy,ws, ..., wy)" och F(t,w) = (wy,ws, ..., f(t,wy,wa,... wy))T
kan detta skrivas som
w' = F(t,w)



e System av forsta ordningens diffekvationer 16ses med samma metoder
som for skaldra problem (en diffekvation).

e Ex. ¢y = -3y — 4y +sin(t), y(0) = y'(0) = 1 kan skrivas som
r_ wi _ Wa _
v ( wh ) N ( —3w; — 4dwq + sin(t) ) =F(t,w)

Med Euler framat loses detta genom

Wit1 = W; + hF(tZ‘, Wi)



