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OH till Forelidsning 11, Numme O1, 120229
Hela GKN-boken & hela kursen!

God programmeringsteknik

* Tank efter fore:
- Definiera problemet (VAD skall géras?)
- Bestédm algoritm (och lagrings-struktur)
- Dela upp i sma delar

* Skriv sedan kod
- Dela upp i sma delar
- Bra variabelnamn
- Ligg data i variabler/konstanter
- Anvéand fiardig kod/rutiner
- Anvind FOR- och WHILE-slingor! Undvik kod-upprepning!
- Anvind FOR da antalet upprepningar ar ként.
- Anvind WHILE da antalet upprepningar inte ar ként.
- Kommentera koden medan du skriver den.
- Indentera - Snygg kod oftast rétt!
- Overfor info mellan programdelarna som parametrar. Undvik GLOBAL.

* Debugga sedan koden
- Debugga bade delarna och helheten!
- Om nagot fel envisas: Handjaga detaljerna, ’antag inget’!
- Fundera igenom vilka fel som kan uppsta.
(30% av ovana programmerares programrader exekveras aldrig).

Néar sedan programmet &r fardigt — skriv om det. Det &r normalt forst tredje versionen som blir bra.
(Att tdnka pa bade vid kop och forséljning av kod!).

* Effektivitet
- Anvénd fardig-debuggad kod!
- Anvénd bra metoder/algoritmer.
- Tag ut onddiga berdkningar ur loopar.
o Forkompilera koden.
o Forallokera vektorer.
o Anviand Matlabs punktnotation i stéllet for FOR-slinga.

Tank dock pa att de allra flesta program kors farre &n 10 ganger — och det ar den totala tiden som skall
optimeras.
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Grundlaggande idéer: riata linjer och upprepning

Approximera funktionen en liten bit med en rat linje

Men olika val av linjer ger olika svar, en del ar béttre &n andra. Oftast, men inte alltid, blir det béttre ju
kortare linjer man har. Exempel:

Ay enkelsidig f/(z) ~ w
)

/ ~ 2y .
fi(z) = Ay gjord som

med FEipunk = ch

flx+h)— f(x—h)

2h

centrerad f'(z) ~ med Epynk & ch’

Det fel som vi har infort genom att approximera den riktiga funktionen med en rét linje kompenserar vi sedan
for genom nagon form av upprepning. Pa sa vis blir trunkeringsfelet till slut acceptabelt litet. Upprepningen
hjdlper oss ocksa att se felets storlek. Upprepningen sker i form av iteration eller rekursion:

Rekursion
Iteration

T.ex. Eulers metod:
T.ex. Newton-Raphson:

n = Yn h ! ny Yn
Enir = 0 — flwa)/J' () {yﬂ PRV

Tnt1 =Tn +h

Xy och 41 beskriver (allt battre) yn och y,11 beskriver olika varden.
samma varde. Yn behovs for att berdkna y;, 1.
i P

yn+1

v
v

n Xn+1

Beteckningar

x betecknar exakta vardet. Det ar sallan ként.
I betecknar ndrmevardet. Det ar det vi rdknar ut, var approximation!

E, = max|Z — x| = grinsen for absoluta felet.
R, = |Z=| ~ |%| = grénsen for relativa felet.

Fi.p osdkerhet i utdata pga osdkra indata.

FEye  osdkerhet i utdata pga avrundade mellanresultat.

Eyrunk osidkerhet i utdata pga kapad Taylorutveckling (eller kapad iteration eller dndligt steg).
Epres osikerhet i utdata pga egen slutlig presentationsavrundning.
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Tabellfelet, F,y,

Tabellfelet uppstar genom felfortplantning. Om indata &r osékra blir dven resultatet osédkert:
w= f(z,y,2,...) da&r z=2+tE;,, y=y+tE, z2=2+E,, osv = w=wztk,

Tabellfelet skattas med tex:
Allmédnna felfortplantningsformeln

0 0 0
w = f(z,7,2) E, = ‘8—£‘ E,.+ ‘ Q_Jyf‘ E,+ ‘ 8—‘2‘ E.+. .. dér derivatorna beriknas i punkten (Z, 7, 2)

Storningsrdakning (dvs AFFF med numeriskt skattade derivator — praktisk!)
w:f(.i,zj,Z) Ew:|f(i‘+ET7g72)_f0|+|f('ivg+Eya2)_f0|+|f(i‘ag52+EZ)_f0|+ dar f(J:’LD

Min-och-max-rdakning
Finn maximala och minimala resultatet, fi.x och fuin, tex genom att berdkna funktionsvardet med

alla mojliga kombinationer av stérda parametrar. Denna metod blir mycket arbetssam om man har manga
parametrar!

w:(fmax+fmin)/2 Ew:(fmax_fmin)/2

Beridkningsfelet, Fp,

Detta fel ar svarskattat. Datorn avrundar ju alla sina mellanresultat till det antal siffror den rdknar
med. Forsok att undvika kancellation och utskiftning sa minimeras berdkningsfelet.

Ekvationslosning

Forbehandling:

Bakgrundsinformation.

Grafisk teknik och uppdelning.

Matematik (antag x liten eller stor och forenkla, kolla tecken hos derivatan, mm)
Intervallhalvering.

Fortsdttningsmetoder:
De ar alla iterativa metoder: gissa z¢, forbattra enligt x, 11 = x, — t,, fortsétt tills ¢ blir tillrackligt liten.
Om ty,11/t, — konstant si ir konvergensen linjir. Om t,,+1/t2 — konstant sa dr konvergensen kvadratisk.

En ekvation med en obekant

e Newton-Raphson tn = f(xn)/f (zn) toe1 ~ K- 12
e Sekantmetoden tn = fxy) - % nr1 =R K -ty -t
e Fixpunktsmetoden thr = K-t,, |K|<1

Ickelinjara ekvationssystem

Sokt Z sa att f(Z) = 0. Den enda metod vi lir oss dr iterativ, Newtons metod:
1) Gissa Zo.
2) Beriikna vektorn f = f(Z,) och matrisen J = 2L(z,).
3) Los ekvationssystemet Jt = f = t,=J.1f,
4) Béttre approximation Zp41 = Zp, — tp
5) Om inte ||t,|| tillrackligt liten, upprepa fran punkt 2 med Z,,;.
Ett vanligt sdtt att skatta trunkeringsfelet ar att titta pa sista anvdnda korrektionen t. Oftast dr detta
en grov Overskattning, men om konvergensen ar langsam, t,/t,—1 > 0.5, sa ar det inte ens tillriackligt!
Trunkeringsfelet kan da vara storre &n sista korrektionen! Det &r bla darfor man maste titta pa hurdan
konvergens man har. Om den inte &r som teorin siger ar nagot fel.

3
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Linjara ekvationssystem

a1 1+ a2 +--ain TN = by

a1 T1 + a2 T3 + - -aaN TN = ba

an1®1 +an2T2 +---any Ty = by

Az = b har en 16sning om A~! existerar (dvs om det(A) # 0 s& #r x = A~1b). Annars har ekvationssytemet
ingen eller odndligt antal 16sningar.

Normer = ett matt pa vektorer

xlly, = /22 + 23+ + 22 "yanliga
2 1 2 N g
||| = Jhax | ] storsta elementet
N
I[A]l = JHax |ai;]| tyngsta raden
SisN S~

Konditionstalet, r(A) = [|A]||A7!]]

R
k(A) > 1 <= Illakonditionerat <= Kansligt for storningar. Praktisk skattning : r(A4) ~ ==
in

Tidsatgang
Bandmatris: 7T oc Nt Trianguldr matris : 7 oc N2 Full matris : 7T o« N3
Minstakvadratmetoden
Anvéands da man har fler villkor &n obekanta, dvs 6verbestamda ekvationssystem.
Overbestiamda linjara ekvationssystem
Ac=b
dér A har fler rader &n kolumner. MKV léser systemet sa att ||r||, = ||b — Ac||, minimeras. Loses som

AUe=ATh = c=(ATA) AT

ATA har lika manga rader som kolumner. Antalet rader i A7A #r detsamma som antalet kolumner i A som
ar detsamma som antalet obekanta parametrar. Loses i ett steg (dvs direkt, inga iterationer).
Kontroll: ATr = 0.

Overbestimda ickelinjara ekvationssystem
fe)=0

déir f har fler komponenter &n ¢. Loses med MKV (Gauss-Newtons metod) sa att || f | |2 minimeras. Iterativ
metod!

1) Gissa &. )

2) Beriikna vektorn f = f(&,) och matrisen J = %(’n). i L

3) Los det 6verbestamda linjara ekvationssystemet Jt = f = ¢, = (J}; Jn)_ JTf,

4) Battre approximation ¢,.11 = ¢, — tn

5) Om inte ||t,|| tillrackligt liten, upprepa fran punkt 2 med &, 1.

4
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Interpolation
X X1 X9 R N
Allmant: Givet tabell Yy Yyr Y2 0 YN S6kt y(x) for punkter ddremellan.

Polynominterpolation

Naiv ansats p(z) =ci+car+eza® +eqa®+ ...

Newtons ansats px)=c+ca(x—z1)+cs(z—a1)(x—x22) +cs(x—21) (T — 22) (T —23) + ...
Centrerad ansats pz)=ci4+co(x—m)+e3(@—m)?+eq(x—m)+...

e Koefficienterna bestdms med p(z;) = y; vilket ger ett linjart ekvationssystem.

e Med naiva ansatsen far ekvationssystemet ofta stort konditionstal.

e Med Newtons ansats blir ekvationssystemet lattlost och far ofta lagt konditionstal.

e De olika ansatserna ger olika koefficienter men det erhallna polynomet &r detsamma.

e Vid hoga gradtal upptrider Runges fenomen.

Eirunk skattas genom att gora berdkningar med olika gradtal pa polynomet.

Styckvis interpolation

Grundidé: Lagg ett nytt polynom i varje intervall [z;, z;41]-
Linjar IP: Forstagradspolynom. Behdver y i varje punkt x;. Drar rat linje mellan varje punktpar.
Hermite: Tredjegradspolynom. Behover y och 3 i varje punkt z;.

Splines: Tredjegradspolynom. Behover bara y i varje punkt x;.
Metoden berdknar/skattar/gissar ¢y’ och y” enligt kravet att de ar kontinuerliga.

Integraler I= f: f(z)dx

Trapetsregeln
1~T(n) zh{%f(a)Jrf(a—kh)+f(a+2h)+-~-+f(b—h)+%f(b)}

Eypunk = |T(h) — I| = |c1 h? + co h* + 3 h® + .| =~ |T(h) — T(2h)]

e h tillrdckligt litet for att folja kurvan
T'(h) ar bra skattning av integralen om { o I@M-TUh) _ o2 _ 4
T(h)—T(2h) — % —

Rombergs metod = Trapetsregeln 4+ Richardsonextrapolation

_ 2 4 ~ —
T(2h)=1+14 4
(h) +4cih®+64coh™ + — . T(2h)—T(4h) .y
T(4h) =T +16¢1 h% + 256 o bt + . .. T2h) =T(2h) + ——F—— =1+16cih" +...
2 . T(h) —T(2
= T(h):T(h)+M=I+c1h6+

15

T(2h) — T(4h)

T(h) bra om ~22=4  (dvsfeleti T ~ ch?)

= ~9t =16 (dvs felet i T ~ ch?)
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Matlab: I=quad8(’funk’,a,b,tol), Etrunk=abs(tol*I) % OK om kurvan sn#ll

Matlab: I=quadl(’funk’,a,b,tol), Etrunk=tol % OK om kurvan snill

Forbehandling: e Substitution e Uppdelning e Kapning e Partiell integration
Ordinéara differentialekvationer — begynnelsevirdesproblem (BV)

Vara metoder klarar "bara” forsta ordningens differentialekvationer, men det &r inget problem ety hogre
ordningens differentialekvationer kan alltid skrivas om till ett system av forsta ordningen.

dy

Skriv pa standardform : P f(z,7) gla)=c, g(b)="
x

Losningsidé: Approximera kurvan (en kort bit) med en rat linje. Linjens lutning ges av differentialekva-
tionen (och metoden, olika metoder ger olika lutning).

Eulers metod

Linjens lutningen beréknas till derivatan i startpunkten:

Yn+1 = Yn + hf(xnvyﬂ) Yo ==¢
xn+1:xn+h To =a

Eprunk = [y(@;h) —y(@)| ~ crh+coh® + ez h® +ea h* + ... =~ |y(z; h) — y(z;2h)|

Metoden &r latt att programmera men har lag noggrannhet.

Runge-Kuttas metod

Linjens lutningen berdknas som ett viktat medelvirde av derivatan i startpunkten, mittpunkten och slut-
punkten:
ki=hf
ko="hf
ks=nhf
kas=nhf

xmyn)

Tn+h/2,yn + k1/2)
T+ h/2,yn + ko /2)
T + By yn + k3)

~—~ ~ —~

Yn+1 Zyn—l—(k‘l +2k‘2+2k‘3+k4)/6 Yo =cC
xn,+1:xn+h To =a

Eprunk = |y(;h) —y(@)] = c1 B + 2 hB° + s B® + ey BT + ... ~ [y(a; h) — y(=; 2h)|

Runge-Kutta ar lite klurigare att programmera dn Eulers metod men den ger mycket battre svar vid samma
mangd berdkningar.

I Matlab finns de tva ODE-l6sarna ode23 och ode45 som bygger pa Runge-Kutta och adaptiv stegliangd.
Trunkeringsfelet skattas genom att jamfora resultatet fran tva berdkningar med olika steglangd:

yO=c; tolval=odeset(’RelTol’, le-6); tolval2=odeset(’RelTol’, le-9);
[xut,yut|=ode45(’dydx’,[a b],y0,tolval); nl=length(xut); yl=yut(nl,1);
[xut,yut|=ode45(’dydx’,[a b],y0,tolval2); n2=length(xut); y2=yut(n2,1);
plot (xut,yut);

svar=y2 Y, Eftersom stkt y(b) och y2 berdknad med minsta steget.

if n1 "= n2; Etrunk=abs(yl-y2), end;
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Ordinara differentialekvationer — randvirdesproblem (RV)
En metod (+en extra) att valja pa:

Finita-Differens-Metoden FDM (férr Bandmatrismetoden)

1) Ersatt alla derivator med differenser (dvs bade i differentialekvationen och randvillkoren).

2) Diskretisera integrations-intervallet.

3) Sétt in differenserna i alla diskretiseringspunkter = ekvationssystem.

4) Los ekvationssystemet (med Newtons metod om icke-linjart).

5) Upprepa fran 2 med dubbla antalet diskretiseringspunkter (dvs halva steget) om felet ar for stort.

Eirunk kommer fran vald steglingd (och hur linge man itererar i Newton om man hade ett icke-linjart ekva-
tionssystem) och skattas genom att jamfora 16sningen berdknad med dubbla steget. Eppunk >~ |y(x; h) — y(x; 2h)]

oy o y@+h) —yl@—h) non oY@+ h) = 2y(x) +y(xr - h)

Inskjutningsmetoden (dven kallad provskottsmetoden)

1) Gissa det saknade startvérdet.

2) Los diffekvationen med en metod for begynnelsevérdesproblem (BV).

3) Kolla hur stort felet blev i slutet genom att jamfora med det givna randvillkoret.

4) Gissa ett nytt startvarde.

5) Los anyo med BV-metoden.

6) Kolla hur stort felet blev denna gang. Om tillrackligt litet, stanna: var 16sning &r OK. Om for stort:
7) Bestdm nytt startvirde utgaende fran de senaste tva gissningarna vi gjort (sekantmetoden).

8) Upprepa fran 5.

Elyunk kommer fran vald steglingd i BV-metoden och hur ldnge man itererar for att hitta det réatta startvardet.

Slut pa denna nummekurs.
Lycka till med det fortsatta "nummandet”!

(© 2012 Ninni Carlsund Levin
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Exempel pa inskjutningsmetoden.
Berékna y(0.0), y(0.1), y(0.2) och y(0.3). Anvénd inskjutningsmetoden och Eulers metod med steget h = 0.1.

y(0.3) = 0.7
y'(0.0) = 0.4

1

y" = (2 +6y) y
Losning

Det ar ett RV-problem eftersom randvillkoren ar givna i olika punkter. Far att kunna anvinda Eulers
metod (som dr en BV-metod) maste vi ha alla randvirdena givna i samma punkt. Vi skriver om till
standardform:

=y(x) . up =y (z) = ug
=19/ () uh =y"(x) = (2> +6y') y = (2° + 6uz) us
vilket skrivet i vektorform blir : U= <Z;> u' = < (22 +%2u2) Ul)

u n = (u n + h/ : a n
Eulers metod blir da @1 = (@) @) med startvarden (@) = (M(%)) = <U10 )
Tntl = Tp +h ua (o)

I vart fall har vi ug, = 0.4 men vi saknar ett viarde pa us,. I stéllet har vi fatt vardet pa y i punkten z = 0.3.
Med steget h = 0.1 och vara beteckningar betyder detta att vi vet vérdet pa u; efter tre steg, u;, = 0.7

Det inskjutningsmetoden innebdr &r att vi maste gissa ett viarde pa wuj, och rékna fram vad vi far pa
15- Om vi far 0.7 betyder det att vi gissade rétt, annars far vi gora om med ett nytt startvérde pa u,.

Gissning 1

Jag gissar ui, = 0.7 (i brist pa fantasi sa antar jag att u1(z) = y(x) inte &ndras alltfor mycket mellan 2 = 0
och z = 0.3). Jag skall nu l6sa begynnelsevirdesproblemet; tre steg med Eulers metod ty zp = 0,21 =
0.1,z = 0.2,23 = 0.3 (upp till fyra decimaler redovisas):

Steg 1:
_ U1, o 0.7 . U2, o 0.4
o= (u20> - (0.4) — %= <(x3+6u20) u10> - (1.68
. (o7 (04 _ (07 004\ (074
=t +h-Tp = (0.4) 0l <1.68) = <0.4> + <O.168) = (0.568)
(e (0T Uz, 0.5680
7 \ug, ) \0.568 U\ (22 + 6ug, ) ur, 2.5293
(o (0568 _ (0.7 0.0568 0.7968
Uy =T+ Rt = (0.568) 0.1 (2.5293) - <0.568) (0 2529) <0.8209>
Steg 3:
o (w0968 s, 0.8209
27 \ug, /)~ 10.8209 27\ (23 + 6uz, ) ui, 3.9566

e i hea— (07968 L (08209 _ (07968 0.0821 0.8789
3T 27~ \ 0.8209 ' 3.9566 ) — \ 0.8209 0.3957 1.2166

Denna Euler-rékning kan redovisas kompaktare med foljande tabell

Steg 2:

n Zn ()" ()" h-(uy,)”

0 0.0 0.7000  0.4000 0.4000  1.6800 0.0400  0.1680
1 0.1 0.7400  0.5680 0.5680  2.5203 0.0568  0.2529
2 0.2 0.7968  0.8209 0.8209  3.9566 0.0821  0.3957
3 0.3 0.8789  1.2166

Jag fick uq, = 0.8789, inte 0.7, alltsa har jag gissat fel. Ny gissning behovs.

8



DN1240, Numeriska Metoder, O1, VT2012, Ninni Carlsund Levin, Féreldsning 11

Gissning 2

Eftersom jag fick ett for stort slutvarde sa chansar jag nu pa ett lite mindre, jag gissar nu u;, = 0.6. Nu
har jag vad jag behover far att géra en ny Euler-rékning fran xg = 0 till 3 = 0.3 Den redovisas i tabellform:

n Zn ()" ()" h-(uy,)”

0 0.0 0.6000  0.4000 0.4000  1.4400 0.0400  0.1440
1 0.1 0.6400  0.5440 0.5440  2.0954 0.0544  0.2095
2 0.2 0.6944  0.7535 0.7535  3.1673 0.0754  0.3167
3 0.3 0.7698  1.0703

Nu fick jag w1, = 0.7698, battre men inte riktigt bra.

Vidare rikningar

Ett nytt startvirde behdvs men denna gang gissar jag inte vilt utan anvinder sekantmetoden pa de virden
jag har. Med startgissningen 0.7 blev felet i slutet 0.8789 — 0.7 = 0.1789 och med startgissningen 0.6 blev
felet i slutet 0.7698 — 0.7 = 0.0698:

0.6 —-0.7

Zn — Zn—1

Sekantmetoden : - — 0.6 — 0.0698 - = 0.5361

Zn+1 = Zn — fn

fo = a1 0.0698 — 0.1789
Min nya startgissning blir alltsa u;, = 0.5361 Den nya Euler-berdkningen redovisas i tabellform igen:

n Tn (@n)" (@)" h- (a,)"

0 0.0 0.5361 0.4000 0.4000 1.2866 0.0400 0.1287

1 0.1 0.5761 0.5287 0.5287 1.8331 0.0529 0.1833

2 0.2 0.6290 0.7120 0.7120 2.7119 0.0712 0.2712

3 0.3 0.7002 0.9832

0.5361—0.6

Slutvérdet ar inte riktigt bra, jag kor ett varv till. Nytt startvarde blir 0.5361 —0.0002-
Den nya Euler-berdkningen redovisas anyo i tabellform:

0.0002—-0.7698

n T (@n)” @) R (@)”

0 0.0 0.5359 0.4000 0.4000 1.2863 0.0400 0.1286
1 0.1 0.5759 0.5286 0.5286 1.8325 0.0529 0.1833
2 0.2 0.6288 0.7119 0.7119 2.7110 0.0712 0.2711
3 0.3 0.7000 0.9830

=0.5359

Nu stdmmer slutvirdet (och kor man sekantmetod-formeln ett varv till far man korrektionen till startvirdet
1.2- 1077 och samma viirden med fyra decimaler). De sdkta virdena ér saledes y(0) = 0.5359, y(0.1) =
0.5759, y(0.2) = 0.6288 och (givetvis) y(0.3) = 0.7000.

(Trunkeringsfelet i svaret beror av néir vi stannar i sekantmetoden samt steglingden i Euler. Har
dominerar felet fran Euler! Gor man om berdkningarna med steget h = 0.05 far man y(0) = wuy,
0.5179, y(0.1) = w3, = 0.5610, y(0.2) = uy, = 0.6192 och y(0) = uy, = 0.7000. (For att fa fyra sdkra
decimaler var jag tvungen att ha h < 0.0001, dvs 6ver 3000 steg i varje Euler-berdkning! Nér jag bytte ut
Euler mot ODEA45 fick jag svaret med en tiondel sa mycket arbete. Anvénd inte Euler!))

Gissat y(0)=0.7 Gissat y(0)=0.6  Gissat y(0)=0.53609 Gissat y(0)=0.53595
2

1 1 1 1

0.5 0.5 0.5

5 0.5
0

&
0

& &
0 01 02 0 01 02 0.1 0.2 0.1 0.2

e Rétta virdena med fyra decimaler &r y(0) = 0.4943, y(0.1) = 0.5411, y(0.2) = 0.6060 och y(0.3) = 0.7000.
e (Om man gor ett stegs Rich.-extr. pa Euler-virdena far man rétta svaret med 75% av ODE45-arbetet.)
e (Om man véljer RK med h = 0.1 och gor ett stegs Rich. far man ratta svaret med 25% av ODE45-arb.)

(© 2012 Ninni Carlsund Levin



